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Сравнение рекуррентных и нерекуррентных байесовских алгоритмов оценивания...
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СРАВНЕНИЕ РЕКУРРЕНТНЫХ И НЕРЕКУРРЕНТНЫХ
БАЙЕСОВСКИХ АЛГОРИТМОВ ОЦЕНИВАНИЯ С АЛГОРИТМОМ  

ОПТИМИЗАЦИИ НА ФАКТОР-ГРАФАХ В ЗАДАЧЕ НАВИГАЦИИ 
ПО ТОЧЕЧНЫМ ОРИЕНТИРАМ

Выполнен сравнительный анализ алгоритмов коррекции пока-
заний навигационной системы автономного необитаемого подво-
дного аппарата (АНПА) с использованием измерений дальностей 
до гидроакустических маяков при их неблагоприятном распо-
ложении относительно АНПА. Рассмотрены: рекуррентный 
итерационный фильтр Калмана, итерационный сглаживающий 
пачечный линеаризованный фильтр, а также алгоритм, основан-
ный на их комбинированном применении, и алгоритм, построен-
ный с использованием методов оптимизации на фактор-графах.

Ключевые слова: фильтр Калмана, оптимизация на фактор-графах,  
нерекуррентная фильтрация, счисление пути, апостериорная плотность.

Введение

Системы счисления пути, применяемые в автономных необитаемых подводных 
аппаратах (АНПА), накапливают погрешности местоопределения во времени. При 
их коррекции нередко используются измерения дальностей до точечных ориенти-
ров, таких, например, как гидроакустические маяки [1–7]. В настоящей работе рас-
сматривается нелинейная задача коррекции показаний системы счисления АНПА по 
измерениям расстояний до маяков с применением метода длинной базы [1].

На результаты такой коррекции влияют различные факторы, в том числе: ко-
личество приемников и гидроакустических маяков, их взаимное расположение,  
а также алгоритмы, задействуемые при обработке измерений. При решении рассма-
триваемой задачи широкое распространение получили основанные на линеариза-
ции рекуррентные и нерекуррентные алгоритмы калмановского типа [8, 10]. Особый 
практический интерес представляет возможность получить приемлемое решение  
в неблагоприятных с точки зрения взаимного расположения маяков и АНПА ус-
ловиях, когда трудно использовать рекуррентные алгоритмы калмановского типа. 
В подобном случае основанные на линеаризации нерекуррентные алгоритмы, где 
обрабатываются одновременно все измерения, накопленные к текущему моменту 
времени, обладают большими преимуществами [10]. В то же время известно, что 
их недостатком является значительная вычислительная сложность. Для ее снижения  
в работе [9] предложен рекуррентный итерационный сглаживающий пачечный лине-
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аризованный фильтр (РИС-ПЛФ), основанный на комбинированном использовании 
рекуррентной и нерекуррентной схем обработки измерений, обладающий всеми до-
стоинствами нерекуррентных алгоритмов и при этом экономичный с точки зрения 
объема вычислений.

Еще один подход к построению малозатратных в вычислительном отношении нере-
куррентных алгоритмов для решения нелинейных задач предполагает использование 
методов оптимизации на фактор-графах (таков, например, алгоритм iSAM2) [10–14].

Цель настоящей работы – провести сравнительный анализ рекуррентного ите-
рационного фильтра Калмана (ИФК), итерационного сглаживающего пачечного ли-
неаризованного фильтра (ИС-ПЛФ) [10], алгоритма, основанного на их комбиниро-
ванном применении (РИС-ПЛФ) [9, 10], и алгоритма iSAM2 [9, 14].

Работа имеет следующую структуру. В первом разделе в рамках байесовского 
подхода формулируется постановка задачи коррекции показаний навигационной 
системы АНПА по измерениям дальностей до гидроакустических маяков и кратко 
описываются рассматриваемые алгоритмы решения. Во втором разделе обсуждает-
ся алгоритм оптимизации на графах. Раздел 3 содержит результаты имитационного 
моделирования, а в заключении приведены основные выводы.

1. Постановка задачи

Сформулируем задачу в рамках байесовского подхода, для чего введем модель 
динамики изменения оцениваемого вектора состояния во времени и соответствую-
щую модель измерений [15, 16]. 

Предполагается, что АНПА оборудован относительным лагом, который измеряет 
продольную и поперечную составляющие скорости, а также курсоуказателем (на-
пример, магнитным компасом).

Введем следующие переменные: xi – шестимерный вектор состояния системы, 
содержащий в каждый момент времени i неизвестные горизонтальные координаты 
АНПА  в локальной прямоугольной системе координат с географической ори-
ентацией осей; ΔKi – погрешность курсоуказателя;  – погрешность знания 
составляющих скорости течения в географической системе координат; δi – общая для 
всех маяков погрешность, возникающая из-за разности шкал времени маяков и АНПА.

Запишем линейное уравнение, описывающее динамику изменения вектора состо-
яния xi АНПА во времени в виде [8]:

xi = Fixi–1 + Гwi + ui,                                                (1)

где

 

 – матрица, опре-
деляющая дина-
мику изменения 
вектора состоя-
ния;
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 – вектор входных воздействий, формируе-
мый по данным системы счисления;

 – вырабатываемые системой счисления значения составляющих скорости 
течения в географической системе координат с погрешностями , описыва-
емыми стационарными марковскими процессами первого порядка со среднеквадра-
тическим отклонением (СКО) σΔU и интервалом корреляции τΔU;

 – показания курсоуказателя с погрешностью ΔK, описываемые стационарным 
марковским процессом первого порядка с СКО σΔK и интервалом корреляции τΔKт ;

 – продольная и поперечная составляющие скорости, полученные от лага,  
с инструментальными погрешностями в виде белого шума; СКО при осреднении на 
единичном интервале определяется как σΔV;
Δt = ti – ti–1;

wi – пятимерный порождающий центрированный белый гауссовский шум с извест-
ной матрицей ковариации 

  – матрица порождающих шумов, 
где E – единичная матрица, O – ну-
левая матрица.

Считаем, что  приведены к моментам получения гидроакусти-
ческих измерений с использованием при необходимости осреднения, интерполяции 
или экстраполяции.

При формировании измерений используются так называемые маяки-пингеры, из-
лучающие сигналы регулярно. Могут применяться как донные маяки, излучающие 
сигналы по запросу АНПА, так и маяки, установленные на поверхностных буях, 
которые могут вырабатывать сигналы постоянно, пополняя запас электроэнергии 
от солнечных батарей. Донные маяки, у которых запас электроэнергии невелик, 
вырабатывают сигналы ограниченное время – после запроса от АНПА. Синхрони-
зация шкал времени маяков на поверхностных буях обычно не вызывает проблем, 
поскольку они могут быть оборудованы приемниками спутниковой навигации. 
Шкала времени каждого маяка может быть с высокой точностью синхронизирована  
с универсальной шкалой времени UTC или часами одной из глобальных навигаци-
онных спутниковых систем (ГНСС) с помощью синхроимпульса, вырабатываемого 
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ГНСС-приемником. Синхронизация шкал донных маяков выполняется путем обме-
на сигналами между ними [17].

Заметим, что в вектор состояния xi входят непосредственно координаты местопо-
ложения АНПА в отличие от классических задач комплексирования навигационных 
данных, когда привлекаются разности координат (инерциальных или основанных на 
счислении), выработанных навигационной системой подвижного объекта, и коорди-
нат, поступающих от корректирующей системы [8]. В таких задачах в вектор состо-
яния включаются погрешности координат от навигационной системы подвижного 
объекта, но не сами координаты. В рассматриваемой нами задаче оценивания ме-
стоположения АНПА счисление координат запускается с момента начала решения.

Предполагается, что в общем случае в дискретные моменты времени ti аппарату-
ра АНПА получает измерения дальностей до ni гидроакустических маяков:

yi = h(xi) + Iiδi + vi,                                                 (2)

где yi – ni-мерный вектор измерений дистанции до маяков;
 – нелинейная ni-мерная функция;

 
– расстояние между АНПА и j-м маяком; 

 – номер маяка;
– известные горизонтальные координаты маяков;

 – известные глубины установки маяков и положения АНПА;
Ii – ni-мерный вектор, состоящий из единиц;
vi – ni-мерный вектор, содержащий некоррелированные для разных маяков погреш-
ности измерений дальностей в виде белого шума с известной матрицей ковариации 
Ri, диагональные элементы которой равны ;
δi – общая для всех маяков погрешность, возникающая из-за разности шкал времени 
маяков и АНПА и описываемая как случайное смещение с СКО σδ.

Цель решения задачи – оценить вектор состояния xi по набору измерений yi в мо-
мент времени ti.

Для решения будем использовать ИФК и ИС-ПЛФ, основанные на линеаризации 
функции h(xi) [9, 10, 18, 19].

ИФК синтезируется как рекуррентный относительно измерений алгоритм, в ко-
тором они обрабатываются последовательно, при этом каждое измерение после мно-
гократной итерационной обработки на текущем шаге больше не привлекается [20].

Для построения такого алгоритма вводится вектор состояния , ко-
торый содержит значения xi для всех моментов времени , и вектор измерений 

. Задача нерекуррентного оценивания в рамках байесовского подхода 
может быть сформулирована как получение оценки вектора Xk, максимизирующей 
апостериорную плотность распределения вероятностей для него [9, 10, 18, 20]:

                       (3)



Гироскопия и навигация. Том 33. №4 (131), 2025	 107

Сравнение рекуррентных и нерекуррентных байесовских алгоритмов оценивания...

где p(x0) – априорная функция плотности распределения вероятностей (ФПРВ) век-
тора состояния x0; p(yi | xi) – функция правдоподобия; p(xi | xi–1) – переходная ФПРВ 
вектора состояния x.

Предположим, что случайные величины, входящие в (3), имеют гауссовский ха-
рактер. Тогда можем записать:

                        (4)

                        (5)

где  – добавление αE6×6 согласно методу регуляризации Тихонова 
[21], которое требуется для решения вырожденных систем (коэффициент α выбира-
ется эвристически).

Априорная ФПРВ вектора состояния также считается гауссовской, т.е.:

              (6)

где P0, μ – априорные матрица ковариаций и математическое ожидание для вектора 
состояния x0 в начальный момент времени.

В выражениях (4)–(6) символ ||·|| обозначает расстояние Махаланобиса [22], ко-
торое определяется как

.

Подставив (4)–(6) в (3) и взяв логарифм, получим:

            (7)
 

или

где

                   (8)

Таким образом, нахождение оценок Xk сводится к минимизации критерия (8).
ИС-ПЛФ на каждом шаге итерационно обрабатывает вектор Yk всех накопленных 

измерений y1, …, yk, учитываемых одновременно в составе вектора Yk [10, 20].
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Алгоритм РИС-ПЛФ аналогично ИС-ПЛФ на каждом шаге итерационно обраба-
тывает пачку всех накопленных измерений, однако измерения y1, …, yk внутри пачки 
обрабатываются с применением рекуррентных процедур, что существенно умень-
шает вычислительную сложность процесса оценивания [10, 20].

2. Решение с использованием оптимизации на фактор-графах

Алгоритм iSAM2 является нерекуррентным, в нем для снижения объема вычис-
лений используются методы оптимизации на фактор-графах. Запишем получение 
оценки (7) в обозначениях, принятых в этих методах [11–13]:

                      (9)

Здесь заданы следующие факторы:
 – фактор априорной информации;

 – фактор динамики изменения вектора состояния;

 – фактор измерения расстояния.
Рассматриваемый алгоритм iSAM2 [14] является улучшенной версией алгоритма 

Incremental SAM (iSAM) [23], созданного путем доработки алгоритма square root 
SAM [24]. В связи с этим предварительно стоит описать эти два алгоритма.

Square root SAM – нерекуррентный алгоритм, обрабатывающий в каждый момент 
времени всю накопленную с момента своего запуска информацию, а также миними-
зирующий критерий (8). По сути это аналог ИС-ПЛФ, построенный с привлечением 
методов оптимизации на фактор-графах.

Критерий (8) после линеаризации можно представить в квадратичной форме  
[14, 23–24], а оценка вычисляется как

                                           (10)

где b = [b0 b1… bi…] – вектор, в который входят разности текущего измерения и 
значений функций h(xi) в точке линеаризации; A – разреженная матрица, нену-
левыми элементами которой являются якобианы функций измерений и функции 
динамики.

Поиск оценки (10) заключается в решении переопределенной системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ)

AXk = b,                                                         (11)

которое может быть вычислительно эффективно найдено с применением факториза-
ции матрицы A, например с помощью QR-факторизации [24]. Столбцы полученной 
после такой факторизации верхней треугольной матрицы R фактически соответству-
ют неизвестным, а ненулевые элементы отражают условные зависимости между пе-
ременными после процедуры «устранения» (англ. – elimination) [14, 23].

Таким образом, нахождение оценки в виде (9) сводится к процедуре, аналогичной 
решению СЛАУ (11), причем добавление новой информации обязывает заново фак-
торизовать матрицу A. Очевидно, что этот алгоритм не может работать в реальном 
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времени из-за постоянной факторизации растущей матрицы A и, как следствие, по-
вышения вычислительной сложности.

iSAM – это улучшенная версия алгоритма square root SAM, где полная факто-
ризация всей матрицы A происходит только в двух случаях: при появлении петли 
(т.е. АНПА, чьи координаты оцениваются, вернулся в точку, в которой уже до этого 
находился, и этот факт становится известным) или по прошествии какого-то произ-
вольно заданного числа шагов. 

Чтобы избежать полной факторизации матрицы A предлагается добавлять новые 
измерения непосредственно в верхнюю треугольную матрицу R (в QR-разложении 
матрицы A) [23, 24]. Однако при этом элементы матрицы R требуют пересчета при 
уточнении точки линеаризации, что снижает эффективность алгоритма.

iSAM2 лишен этого недостатка благодаря использованию так называемой 
адаптивной (повторной) релинеаризации, проводимой только для наиболее изме-
нившихся оценок компонент вектора состояния (отслеживается изменение оценок 
каждой переменной относительно точки линеаризации, в которой рассчитывался 
якобиан). Процедура осуществляется с помощью графических моделей, таких как 
байесовское дерево и соответствующая ему сеть [14]. В силу этого отсутствует не-
обходимость пересчитывать все элементы матрицы R при каждом новом измерении.

3. Результаты моделирования

Исследуемые алгоритмы – рекуррентный ИФК, ИС-ПЛФ [10, 20], РИС-ПЛФ [9, 18] 
и iSAM2 [14] – были промоделированы с использованием 1000 реализаций случай-
ных погрешностей дальномерных измерений, данных курсоуказателя и лага.

Значения погрешностей: СКО шумов 
измерений дальностей σv = 10 м; СКО 
априорного знания координат – 150 м; 
СКО шума измерений лага σΔV = 0,1 м/с; 
СКО медленноменяющихся погрешно-
стей определения курса σΔK = 5°; СКО 
знания составляющих скорости течения 
σΔU = 0,25 м/с (интервалы корреляции этих 
составляющих τΔU = τΔK = 3600 с); общая 
для всех маяков СКО, возникающее из-за 
разности шкал времени маяков и АНПА, 
σδ = 20 м.

АНПА двигался по траектории, по-
казанной на рис. 1, со скоростью 5 м/с 
при фиксированном местоположении 
точечных ориентиров. Дискретность по-
ступления измерений Δti = 1 с. Гидроа-
кустические измерения моделировались 
только при условии, что расстояние от 
маяка до АНПА не превышает 1 км.

В результате моделирования были вы-
числены действительные (по реализаци-

Рис. 1. Траектория движения АНПА  
и расположение гидроакустических маяков  
с линиями возможного положения АНПА  

в виде окружностей
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ям погрешностей оценок) и расчетные среднеквадратические погрешности (СКП) 
[26] оценок координат (рис. 2), выработанных рекуррентным ИФК, ИС-ПЛФ, РИС-
ПЛФ и iSAM2. 

При решении задачи нерекуррентного оценивания с помощью iSAM2 использо-
валась библиотека с открытым исходным кодом GTSAM (Georgia Tech Smoothing 
and Mapping) [27].

В начальный момент времени в зоне видимости одного гидроакустического ма-
яка оцениваются не координаты АНПА по отдельности, а его расстояние до мая-
ка (если не принимать во внимание априорную информацию, то линия возможного 
местоположения АНПА представляет собой окружность, центр которой совпадает  
с координатами маяка). В связи с этим до момента получения измерений от двух ма-
яков из-за неопределенности действительная и расчетная СКП рекуррентного ИФК 
не совпадают [26]. При входе в зону видимости двух маяков появляется неодно-
значность, и оценка ИФК может принять ложное значение, что, как видно из рис. 2, 
приводит к резкому росту погрешности по координате x0. Если удается преодолеть 
неопределенность, то результаты рекуррентного ИФК и ИС-ПЛФ совпадают. 

Рис. 2. Результаты моделирования для четырех алгоритмов
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Из графиков видно, что расчетная СКП рекуррентного ИФК неадекватно пере-
дает реальное значение погрешности. При этом у остальных алгоритмов расхож-
дения между расчетной и действительной СКП заметны, но несущественны, что 
свидетельствует о состоятельности алгоритмов [26]. Стоит заметить, что РИС-ПЛФ 
и iSAM2 имеют на начальном этапе переходный процесс, вызванный многоэкстре-
мальностью апостериорной плотности, однако это не влияет на дальнейшую рабо-
тоспособность алгоритмов в силу их нерекуррентного характера.

Результаты, полученные с помощью ИС-ПЛФ, РИС-ПЛФ и алгоритма оптимиза-
ции на фактор-графе, близки по точности, при этом iSAM2 демонстрирует наиболь-
шее быстродействие. Отметим, что пилообразный график СКП у iSAM2 в начальный 
момент времени связан с накоплением информации и адаптивной релинеаризацией, 
о которой было сказано выше. Результаты вычислений РИС-ПЛФ, рекуррентного 
ИФК и ИС-ПЛФ приведены для случая, когда измерения обрабатывались с исполь-
зованием трех итераций.

По итогам моделирования выявлено, что iSAM2 и РИС-ПЛФ (при расчетах на фик-
сированном интервале, который выбирается согласно возможностям бортового вы-
числителя АНПА) подходят для работы в реальном времени, в то время как ИС-ПЛФ 
неэффективен из-за большого объема вычислений.

Отметим, что при увеличении уровня априорной неопределенности координат 
АНПА с проблемой неоднозначности решения и, как следствие, неэффективной ли-
неаризацией измерений придется столкнуться не только при использовании рекур-
рентного ИФК. Для разрешения неоднозначности может применяться экономичный 
алгоритм, представленный в [28, 29]. Он запускается при появлении одновременных 
дальномерных измерений от двух маяков и позволяет в едином фильтре рекуррентно 
обрабатывать текущие и сохраненные до запуска данные. Возможно также привле-
чение алгоритма [30] с обработкой накопленной информации на основе процедуры 
сглаживания в фиксированной точке. Для скорейшего получения решения требуется 
применение методов одномаяковой навигации [31].

Заключение

Проведен сравнительный анализ алгоритмов коррекции показаний системы счис-
ления местоположения АНПА с использованием измерений дальностей до гидро-
акустических маяков в неблагоприятных условиях, когда точность оценивания ко-
ординат существенно снижается из-за неудачного взаимного расположения маяков 
и АНПА. При исследовании применяется комбинированный подход, при котором 
задача формулируется в байесовской постановке и для ее решения осуществляется 
переход к нерекуррентной схеме оценивания с привлечением субоптимального ал-
горитма iSAM2.

Рассмотрены рекуррентный ИФК, ИС-ПЛФ, РИС-ПЛФ и iSAM2, проанализиро-
вана их применимость. Установлено, что в неблагоприятных условиях работы все 
алгоритмы, кроме рекуррентного ИФК, состоятельны.

Моделирование показало, что ИС-ПЛФ, РИС-ПЛФ и iSAM2 имеют преимуще-
ство перед рекуррентным ИФК. Выявлено, что алгоритм iSAM2 на основе опти-
мизации на фактор-графе требует меньше вычислительных ресурсов по сравнению  
с РИС-ПЛФ и ИС-ПЛФ, поскольку они на каждом шаге обрабатывают всю нако-
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пленную с момента запуска информацию, т. е. решают задачу сглаживания, при-
чем повторная линеаризация выполняется для всех точек. В iSAM2 используется 
адаптивная релинеаризация на основе графических моделей, при которой линеа-
ризуются только определенные точки, что позволяет уменьшить вычислительную 
сложность при незначительной потере точности.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда
№ 23-19-00626, https://rscf.ru/project/23-19-00626/
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Abstract. A comparative analysis has been performed for the algorithms correcting measurements 
of the navigation system of an autonomous underwater vehicle (AUV) using ranges to 
acoustic beacons in the case of their unfavorable location relative to AUV. The paper 
examines a recursive iterative Kalman filter, an iterative batch linearized smoothing filter 
and an algorithm based on their combined use, and an algorithm based on factor graph 
optimization methods.

Key words: Kalman filter, factor-graph optimization, non-recursive filtering,
dead reckoning, posterior probability density.

Материал поступил 24.10.2025


