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ОЦЕНКИ КВАНТОВЫХ ПРЕДЕЛОВ ТОЧНОСТИ БИНС  

НА ОСНОВЕ СТРОГИХ УРАВНЕНИЙ ОШИБОК 
 

Представлен вывод строгих уравнений ошибок БИНС, 
в т. ч. с учетом неидеальности бортовой шкалы времени. 
Комментируются особенности поведения БИНС, не замечен-
ные ранее при использовании приближенных уравнений ошибок 
ИНС в вариациях. Впервые предложено использовать уравне-
ния ошибок не только для анализа точности, но и для повы-
шения точности БИНС. Приведены оценки ограничения точ-
ности БИНС квантовыми шумами гироскопов на эффекте 
Саньяка – ЛГ, ВОГ и атомных интерферометров на волнах де 
Бройля [1]. 
 

100-летию академиков АН СССР В.И. Кузнецова и А.Ю. Ишлинского, 
100-летию эксперимента Саньяка и 50-летию лазерной гироскопии 

п о с в яща ет с я  

 
 

Введение 
 
 

В связи с разработками гироскопов и акселерометров на основе атомных 
интерферометров (АИ) на волнах де Бройля [2] и перспективой создания на АИ 
автономных (без спутниковой коррекции) БИНС с точностью 1 м/ч [3] возникла 
новая волна интереса к автономной инерциальной навигации.  

Начиная с малоизвестной работы 1950 года [7], в которой впервые были 
опубликованы приближенные уравнения ошибок ИНС для 3D-навигации, во 
всех последующих публикациях до настоящего времени анализ точности ИНС 
основан на приближенных уравнениях ошибок, – уравнениях в вариациях  
[3, 8-11]. Такой уровень строгости не только не адекватен корректному анализу 
ошибок ИНС с точностью ~1 м/ч, но и приводит к ошибочным оценкам точно-
сти ИНС более грубых классов точности, что было доказано на примере БИНС 
на ЛГ [5]. 

В статье представлено развитие концепции вывода строгих уравнений оши-
бок БИНС [1, 5, 6, 12] с учетом неидеальности шкалы времени и предложено 
использовать  уравнения ошибок не только для анализа точности, но и для по-
вышения точности БИНС. Приведены оценки ограничения точности БИНС 
квантовыми шумами гироскопов на эффекте Саньяка. 

 

1. Основные понятия, уравнения и обозначения 
 

В основе теории инерциальной навигации лежат: 
1) динамическое уравнение движения точки в инерциальной системе координат 
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2) кинематическое уравнение вращения твердого тела вокруг точки 
0  0 ;( ) ( ) ( ); ( )r t t r t r t r= ω × = =GG G G� G                                           (1.2) 

3) возможность измерять абсолютную угловую скорость ( )tωG  и кажущееся ус-
корение  

 0  ( ) ( ) ( ( ), ); ( ( ), ) ( ( ), ) ( , ); ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ).a t R t Г R t t Г R t t Г R t t Г t Г R t t g R t t G R t t= − ∇ ∇ ≡ − = +
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Здесь ( )R t

0=
G

G
 – радиус-вектор точки объекта (чувствительного элемента трехосно-

го акселерометра) в системе координат, начало которой определено условием G
 (гравитационный центр Земли); ускорение 0( , )g tG ( ( ), )g R t t

GG  обусловлено тяго-
тением Земли, ( ( ), )G R t t

G G

(r tG
 – ускорение обусловленное тяготением всех остальных 

(кроме Земли) масс;  – радиус-вектор точки объекта с началом в чувстви-
тельном элементе трехосного акселерометра.  

)

Далее используется матричный формализм и декартовы системы координат 
с началами в гравитационном центре Земли с тремя базисами: связанным с объ-
ектом ( )E E t≡ , инерциальным  и земным I ( )Z Z t≡  (связанным с вращающейся 
Землей,  – вектор абсолютной угловой скорости вращения Земли):   ( )t⊗

G
=⊗ω ωG
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Вектор ( )x tG  представляется в базисах  (символ (…)Т – транспонирова-
ние):  
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Кинематические уравнения для матриц A  и  имеют известный вид [13]: B
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Система уравнений (1.1) и (1.2) в матричном формализме: 
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в терминах информационного массива: 
0 0 0       { ( ), ( ); ( ( ), ), ( ), ; , , }E E Z Z I Ia t t Г R t t C t t R V Bω ; ( ( ), ) ( ) ( ( ) ( ), )I I Z IГ R t t D t Г C t R t t= . (1.5) 

Вывод строгих уравнений ошибок БИНС основан на структурной идентич-
ности невозмущенных (1.4) и возмущенных уравнений движения  
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интегрируемых в БИНС с учетом возмущенного информационного массива: 
0 0 0       { ( ), ( ); ( ( ), ), ( ), ; , , }E E Z Z I Ia t t Г R t t C t t R V B∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ω                       (1.7) 
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Абсолютное время  в (1.4) и «бортовое» время t  в (1.6) различны.  t ∗

 
2. Строгие уравнения ошибок БИНС 

 
Теорема 1. В общем случае произвольного движения и вращения объекта при ис-

пользовании в БИНС произвольных моделей вращения Земли и гравитационного ускоре-
ния система строгих уравнений ошибок автономных БИНС в инерциальной системе 
координат в предположении идеальной шкалы времени ( t ) имеет вид: t∗ =
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где  ( ), ( )I IR t V tΔ Δ  и ( )A tΔ  – ошибки местоположения, скорости и ориентации: 

    ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( ) ( ),I I I I I I I I I IR t R t R t V t V t V t V t R t V t R t A t B t A t∗ ∗ ∗ ∗Δ ≡ − Δ ≡ − = = Δ ≡� �
∗  (2.3) 

( ) ( ) ( )E E Ea t a t a t∗δ = − , ( ) ( ) ( )E E Et t t∗δω = ω − ω  и ( ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), )Z Z Z Z Z ZГ R t t Г R t t Г R t t∗δ = −  – 
ошибки акселерометров, гироскопов и моделирования гравитационного ускорения.  

Ошибка определения местоположения в земной системе координат имеет вид 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ) ( )Z Z Z I I I IR t R t R t C t R t C t R t C t R t C t R t C t C t C t∗ ∗ ∗ ∗ ∗Δ ≡ − = − = Δ + δ δ ≡ − ,   (2.4) 

где  – используемая в конкретном алгоритме БИНС модель вращения Земли.  ( )C t∗

Частные случаи уравнений ошибок для конкретных моделей гравитационного ус-
корения и вращения Земли, используемых в конкретных алгоритмах БИНС, получаются 
из (2.1) подстановкой конкретных функций ( ( ), )Z ZГ R t t∗  и .  ( )C t∗

Выражения (2.1) связывают все входные  ( )x tδ   и выходные возмущения ( )x tΔ  без 
предположений малости входных и выходных возмущений 
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Доказательство .   Ошибка определения местоположения объекта ( )IR tΔ  – это 

разность возмущенного (1.6) и действительного (1.4) движений. Ошибка ориентации 
( )A tΔ
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Кинематические уравнения ошибок БИНС с учетом (2.6), (1.3) принимают вид 

00  ; δ( )* ( )( ) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) ( ) .I I t ttA t A t t A t A t A t A=ΔωΔ = −Δ Ω Δω ⇔ Δ = −Ω Δ Δ =� �     (2.7) 

Первая из двух равносильных форм (2.7) используется в (2.1).  
С учетом (2.3), (1.4), (1.6), (2.7) получаем (2.1). ■ 
Теорема 2. В общем случае произвольного движения и вращения объекта при ис-

пользовании в БИНС произвольных моделей вращения Земли и гравитационного ускоре-
ния строгие уравнения ошибок БИНС в инерциальной системе координат для произ-
вольной неидеальной бортовой шкалы времени ( t ) имеют вид: t∗ ≠
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Доказательство .   С учетом неидеальной шкалы времени ( ) при решении 
уравнений (1.6) погрешности БИНС являются функциями двух аргументов:  и t   

t∗ ≠
t ∗

   *( , ) ( ) ( ); ( , ) ( ( ) ) ( ) ( )I I I m nR t t R t R t A t t i t i B t A t∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗Δ ≡ − Δ = ⋅ =
G G

.                (2.10) 
Дифференцируя ( , )IR t t∗Δ  по  и по , с учетом (1.4), (1.6) получаем динамиче-

ские уравнения ошибок (2.8) и (2.9). Дифференцируя 
dt dt∗

( , )A A t t∗Δ ≡ Δ  по  и по ,  
с учетом (1.4), (1.6) получаем кинематические уравнения ошибок: 

dt dt∗

00 ; ( ( , )) ( , ) ( )[ ( ) ( )]; ( , )( ) / ;I I E tEA A t t t t B t d t A t tt t dt A∗ ∗ ∗ ∗ ∗ =∗Δ −Δ Ω Δω Δω ≡ − ω − ω Δ= =� δ   (2.11) 

00 ; ( ( , )) ( , ) ( )[ ( )( )]; ( , )( ) /I I E tEA A t t t t B t t d A t tt t dt
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ =∗∗Δ −Δ Ω Δω Δω ≡ − ω − ω Δ= = Aδ .  (2.12) 

В (2.8) используем (2.11), в (2.9) используем (2.12). ■ 
Теорема 3. Для произвольного движения и вращения, произвольных моделей грави-

тационного ускорения и вращения Земли, произвольных погрешностей гироскопов и 
акселерометров парциальный вклад неидеальности шкалы времени 
( , ) ( , ) ( )I I IR t t R t t R t∗ ∗∇ = Δ − Δ  в ошибку местоположения описывается уравнениями: 

2 2 2   0 00   0( , ) ( )( ) ( ) ( )( ); ( , ) ( , )/ / ;I II I I IR t t t dt R t t d R t t R t tR dt R t dt
∗∗ ∗

∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∇ = − ∇ = = ∇ = =+�� �� � ;  (2.13) 
2 2 2   0 0   0 0( , ) ( ) ( )( / ) ( )( ); ( , ) ( , )/ ; .  (2.14) I I I II It t t R t dt dt t d R t t t tR R R t dt R

∗∗ ∗∗ ∗ ∗
∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∇ = − ∇ = ∇ =− = =��

Доказательство .   Дважды дифференцируя ( , )IR t t∗∇  по , получаем (2.13). 
Аналогично дифференцируя 

dt
( , )IR t t∗∇  по , получаем (2.14). ■  dt∗

Теорема 4. Для произвольного вращения и произвольных погрешностей гироскопов 
парциальный вклад неидеальности бортовой шкалы времени в ошибку ориентации 

* *( , ) ( , ) ( ) ( ) ( )A t t A t t B t B t A t∗ ∗ ∗∇ = Δ Δ =  описывается  уравнениями: 

00; I  ( ) ( )( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )[ ( )];; ( )( / )I t I t Et EA t t A t t A t t B t tt dt dt∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=∗ ∗ ∗∇ ∇ Ω ∇ω ∇ ω ≡ − ω − ω= − = ∇�  (2.15) 

00  ; I ;( ) ( )( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( )[ ( )( / )].( )I t I t Et EA t t A t t A t t B t t dt dtt
∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗=∗ ∗∗ ∗∇ ∇ Ω ∇ω ∇ ∇ω ≡ − ω − ω= − = ∗ (2.16)  

Доказательство .   Парциальный вклад ( , )A t t∗∇
(I t∗ ∗

 неидеальности шкалы времени в 
ошибку ориентации БИНС – это вращение базиса  относительно базиса  ) ( )I t∗

( ) ( )I t I t∗ ∗→ ∗ .                                                    (2.17) 
Дифференцируя ( , )A t t∗∇  по  и по , получаем (2.15) и (2.16).  1) ■dt dt∗
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1) Современные возможности обеспечения стабильности времени составляют 10-15-10-16, а в бли-
жайшей перспективе достигнут 10-17-10-18 [14], что превосходит потребности большинства задач 
инерциальной навигации. Но на практике используются менее точные шкалы времени. Целесооб-
разно, очевидно, выбирать бортовую шкалу времени такой, чтобы вклад флюктуаций шкалы вре-
мени в ошибки БИНС не превосходил вклады иных источников возмущений. Результаты иссле-
дования влияния флюктуаций шкал времени с учетом первых и вторых производных их шумов на 
точность ИНС – предмет отдельной публикации. Далее время  t  и время  t*  отождествляются. 



Н. И. Кробка 

Теорема 5. В общем случае произвольного движения и вращения объекта при ис-
пользовании в БИНС моделей гравитационного ускорения, обусловленного тяготением 
только Земли ( 0( ( ), )Z ZG R t t∗ = ), строгие динамические уравнения ошибок имеют вид: 

0 00 0
Δ ( ) ( )  Δ ( ) δ ; Δ ( ) δ( ), [ ( ) ( )], ; ;( ) ( )I I I I I I I I It t IR t g R t t g R t R t t f t R t R R t V∗ ∗ = =

+ − Δ + = = =�� � (2.18) 

( )  + 0   ( ), ) ( , ); ( ), ) ( ( ), ) ( ( ), ).( ) ( ) ( )I I I I I I I I I If t a Г R t t Г t Г R t t g R t t Г R t tt ∗≡ Δ δ − δ −δ =   
Доказательство    следует из (2.1), (2.2) с учетом выбора модели ( ),(I I ).Г R t t∗  2) ■  
 

Теорема 6. При использовании в БИНС центрально-симметричной модели грави-
тационного ускорения (  – частота Шулера) sν ( ( ))R t

2 2 T;   ν g( ) ;   ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]I I s I s I I
1/2g R t R t R t R t R t R t R t R t R t∗ = −ν = =    (2.19) 

в 2D-алгоритме БИНС строгое динамическое уравнение ошибок интегрируется в квад-
ратурах для произвольного движения объекта по сфере произвольного постоянного 
радиуса  и произвольного вращения объекта 0R

0 0 1
0

1 1Δ δ cos δ sin sin τ) τ dτ;     ν ν( ) ( ( )} ( )
t

I I s I s s s s
s s

R t R v t V v t v t f R
v v

= + + − ≡∫ 0 ,  (2.20) 

где 1( )f t  − источник возмущения, получаемый из ( )f t  (2.2) выбором модели (2.19). 
Доказательство .   При использовании внешней информации о модуле  для 

формирования модели (2.19) уравнение (2.18) для произвольного 3D-движения объекта 
(  – ошибка альтиметра/глубиномера: ) принимает вид 

( )R t∗

( )h tδ ( ) ( ) ( )R t R t h t∗ = + δ
2 3 2

11 1 1( ) ( ( ))( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ( ))[ ( ( ) ( )) ] ( )I s s I
3R t R t h t R t R t f t R t h t R t R− −Δ + ν + δ Δ = + ν − + δ�� t . (2.21) 

В общем случае произвольного движения по сфере произвольного постоянного ра-
диуса  в алгоритме БИНС можно использовать априорную связь  для фор-
мирования модели (2.19). При этом  (2.18) трансформируется к виду 

0R 0R R∗ =

2
0( ) ( ) ( ) ( )I s I 1R t R R t fΔ + ν Δ =�� t

                                                

                                    (2.22) 

и интегрируется для произвольного движения по сфере радиуса  (2.20). 3) ■0R    

 
2) Решения динамических уравнений ошибок позволяют анализировать вклады всех источников 
возмущения в ошибку БИНС 0 0 0( ) ( ( ( ), );  ( );  ( );  ( ( ), );  ( );  ;  ;  ;  )I I Z Z E E Z Z I IR t R Г R t t a t t Г R t t C t R V A t∗Δ = Δ δ δω δ δ δ δ δ . 
Целесообразно, очевидно, использовать такие акселерометры, гироскопы, модели гравитацион-
ных полей и вращения Земли, процедуры начальной выставки, для которых парциальный вклад 
источников возмущения «сбалансирован»  

0

( ( ( ), ); ( );0;0; ;0;0; ; ) ( ( ( ), );0; ( );0; ;0;0; ; ) ( ( ( ), );0;0; ( ( ), ); ;0;0; ; )
( ( ( ), );0;0;0; ( );0;0; ; ) ( ( ( ), );0;0;0; ; ;0; ; )

I Z Z E I Z Z E I Z Z Z Z

I Z Z I Z Z I

R Г R t t a t t R Г R t t t t R Г R t t Г R t t t
R Г R t t C t t R Г R t t R t R

∗ ∗ ∗

∗ ∗

Δ δ ≈ Δ δω ≈ Δ δ
≈ Δ δ ≈ Δ δ ≈ Δ

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0( ( ( ), );0;0;0; ;0; ; ; )I Z Z IГ R t t V t∗ δ0 0

0( ( ( ), );0;0;0; ;0;0; ; ).I Z ZR Г R t t A t∗≈ Δ δ0  Например, если точность акселерометров, используемых в кон-
кретной разработке БИНС, превосходит величины ( ( ), ) ( ( ), ) (0, )I Z I Z IG R t t G R t t G t∇ = − для полей тяготе-
ния иных (кроме Земли) масс, вклад этих масс целесообразно учитывать. Разность гравитацион-
ных ускорений у поверхности и в центре Земли, обусловленных Луной и Солнцем, составляет 
3·10-6  и 5·10-7 м/c2.  Для минимизации вклада погрешности моделирования гравитационного ус-
корения в ошибку БИНС следует максимально приближать модель гравитационного ускорения к 
его действительному значению: ( ( ), ) ( ( ), ) ( )[ ( ( ) ( ), ) ( ( ) ( ), )]I I I I Z I Z IГ R t t Г R t t D t g C t R t t G C t R t t∗ → = +∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ; 

( ( ), ) ( ( ), ) 0I I I IГ R t t Г R t t− →∗  с учетом моделей вращения Земли, максимально приближенных к ре-
альному: .  ( ) ( ) ( )C t C t C t∗ → ⇒∗ ∗ ( ) ( )C t C t− ≡ δ → 0
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3) С 1950 года [7] известен результат, полученный на основе приближенных уравнений ошибок, 
состоящий в том, что темп роста ошибки автономной ИНС по вертикальному каналу для модели 
(2.19) − экспоненциальный. Можно показать, что свойства строгого уравнения ошибок и прибли-
женного уравнения (уравнения в вариациях) различаются: темп роста решения строгого уравне-
ния ошибок (2.18) не превосходит квадратичный [17].   
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Теорема 7. При использовании в БИНС модели гравитационного ускорения [15]  
1 1

2 2

33

0 0

   0 0    

0 0

;

( ( )) ( )

( ( )) ( ( )) ( ); ( ( )) ( ( )) ; ( ) ( )

( )( ( ))

I

I I I I I I I

I

P R t x t

g R t P R t R t P R t P R t R t x t

x tP R t
∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜= − ≡ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟
⎟  (2.23) 

3
2 1 2

1
1 2 3 2

1

2

/( / )
( ( ))

( )

k
k

i I
i

s c
P R t c c c ds

c s

−
∞

=

χ

+
≡ πργ

+

∏
∫ ;  

3 2

2
1

1( )k

kk

x t
c=

=
+ χ∑ ,                   (2.24)  

где  − плотность однородного трехосного эллипсоида с полуосями ;  ρ 1 2 3 ( , ,, )kc k =

γ  − гравитационная постоянная;  − положительный корень уравнения (2.24)) в 2D-
алгоритме БИНС строгое динамическое уравнение ошибок интегрируется в квадрату-
рах в общем случае произвольного вращения и произвольного движения по поверхно-
стям эллипсоидов, софокусных тяготеющему эллипсоиду (2.24) 

χ

1 1
1 1 1 1t1

1 1 2
0 2 0 2 2 2 2 2

01 13 3 3 3 3

sin sin τcos
Δ δ cos δ sin τ sin τ τ;   

cos sin sin τ

( )

( ) ( ) ( ) ( ( ))

( )

I I I i i I

t tt
R t R t V t f t d P R

t t t

− −

− −

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ν ν ν ν −⎛ ⎞ν ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ν + ν ν + ν ν − ν ≡⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ν ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ν ν ν ν −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫D D D 0χ , (2.25) 

где 2( )f t  − источник возмущения, получаемый из ( )f t  (2.2) выбором модели (2.23), 

(2.24), и введено обозначение: T T
1 2 3 1 2 3( ) ( ) ( T)z z z a b c z a z b z c≡D . 

Доказательство .   Зависимость Δ( ( ) ( ))i I IP R t R t+  от времени проявляется через 
параметр  (2.24). При движении по поверхностям софокусных (2.24) эллипсоидов 
( ) для формирования модели 

χ

co=0 nstχ = χ ( ( ))I Ig R t∗ ∗  можно использовать связь 
3

2 2 T
0 1 2 3 0

1

1     ;  const[ ( )/( )] ; ( ) ( ( ) ( ) ( )) ,k k I
k

x t c R t x t x t x t∗ ∗ ∗ ∗ ∗
=

+ χ = = χ =∑              (2.26)   

при этом 0 const( ( )) ( )i I iP R t P∗ == χ . Уравнение (2.18) трансформируется в линейное  

1 0

2 0 2 0

3 0

0 0

Δ 0 0 Δ    const

0 0

( ( ))

( ) ( ( )) ( ) ( ); ( ( ))

( ( ))

I

I I I i I

I

P R

R t P R R t f t P R

P R

⎛ ⎞χ
⎜ ⎟
⎜ ⎟+ χ = χ
⎜ ⎟
⎜ ⎟χ⎝ ⎠

�� =

                                                

  (2.27) 

с постоянными коэффициентами и интегрируется для произвольного 2D-движения по 
поверхностям (2.26) и произвольного вращения объекта (2.25). ■ 

Теорема 8. При использовании в 2D-алгоритмах БИНС моделей гравитационного 
ускорения, соответствующих однородным эллипсоидам вращения, строгие динамиче-
ские уравнения ошибок БИНС интегрируются в квадратурах в общем случае произ-
вольного движения по поверхностям эллипсоидов, софокусных тяготеющим эллипсои-
дам, при произвольном вращении объекта. Решения динамических уравнений ошибок 
имеют вид (2.25) при условии: .  1 2 3;c c c c c⊥= ≡ = &

Доказательство    следует из (2.25) с учетом . 4) 
1 2 3;c c c c c⊥= ≡ = &

  ■  
Теорема 9. При использовании в БИНС модели гравитационного ускорения 
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4) Колебания ошибок БИНС (2.25) происходят на трех разных частотах:  . При транс-
формировании эллипсоида (2.24) в шар  три частоты  трансформируются в одну – 
частоту Шулера , а решение (2.25) динамического уравнения ошибок трансфор-
мируется в (2.20).  

iν ( 1, 2,3)i =

1 2 3 0c c c R= = = iν

1 2 3 0( )s Rν = ν = ν = ν
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1 1

2 2

33

0 0

  0 0   

0 0

( ( )) ( )

( ( )) ( ( )) ( ); ( ( )) ( ( )) ; ( ) ( ) ,

( )( ( ))

I

I I I I I I I

I

q R t x t

g R t Q R t R t Q R t q R t R t x t

x tq R t
∗

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜
⎜ ⎟ ⎜= − ≡ =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎟
⎟  (2.28) 

соответствующей потенциальному полю, в 2D-алгоритме БИНС при движении по 
произвольным эквипотенциальным поверхностям , на кото-
рых коэффициенты 

1 2 2 const( ( ), ( ), ( ))M x t x t x t =
( ( ))i Iq R t  имеют постоянные значения, можно использовать связь 

 для формирования модели (2.28). Строгие динамиче-
ские уравнения ошибок интегрируется в квадратурах в общем случае произвольного 
движения по эквипотенциальным поверхностям при произвольном вращении объекта. 
Решения динамических уравнений ошибок имеют вид (2.25) при условии . 

1 2 2  const( ( ), ( ), ( ))M x t x t x t∗ ∗ ∗ = ∗

M
2 2
i iνν =

Доказательство    аналогично доказательству теоремы 7.   
Теорема 10. При использовании в 3D-алгоритме БИНС модели однородного грави-

тационного ускорения  
const( ( ))I Ig R t c∗ = =                                                   (2.29) 

строгое динамическое уравнение ошибок БИНС интегрируется в квадратурах для про-
извольного 3D-движения и произвольного вращения объекта 

1

0 0 1 3 2
0 0

Δ δ δ +( ) ( )
tt

I I IR t R V t dt f t dt= + ⋅ ∫ ∫ 2 ,                           (2.30) 

где 3( )f t  − источник возмущения, получаемый из ( )f t  (2.2) выбором модели (2.29). 
Доказательство .    Для модели (2.29) в динамическом уравнении ошибок  

3 00 0
Δ   Δ δ ; Δ( ) ( ); ( ) ( )I I I It t 0δ IR t f t R t R R t V= =

= =�� � =                     (2.31) 

нелинейность отсутствует для произвольного 3D-движения и вращения объекта. Реше-
ние уравнения (2.31) имеет, очевидно, вид (2.30). ■ 

Теорема 11. Вид нелинейности (по ( )IR tΔ ) строгих динамических уравнений оши-
бок БИНС зависит не от действительного гравитационного ускорения ( ),( )I IГ R t t , а 
от модели ( ),(I I )Г R t t∗ , используемой в конкретном алгоритме БИНС. 

Доказательство .    В динамических уравнениях ошибок БИНС (2.1), (2.8), (2.9), 
(2.18) нелинейная зависимость от ( )IR tΔ  проявляется через одну и только через одну 
функцию [ ( ) ( )],(I I I )Г R t R t t∗ Δ +  – модель гравитационного ускорения. ■ 

Решение строгих кинематических уравнений ошибок БИНС (2.1) в общем 
случае произвольного источника возмущения ( )I tΔω  в квадратурах не известно. 
Представим это решение рядом последовательных приближений Пикара: 

0 0 1
0 0

    I dτ.;; ( )n n n I
n

t
A A A A A

∞

+
=

Δ Δ= Δ Δ = = − Δ τ Ω Δω τ∑ ∫ ( ( ))                    (2.32) 

Ряд Пикара сходится равномерно и абсолютно [20].  
На основе ряда (2.32) с учетом представления 

1 21 2 T
0 2

1( ) exp( Ω( )) I Ω( ) Ω ( ); ( )sin cos ;
( )

( )

s sA S S S S s S S
s s

S S t

± Δ − ΔΔ Δ = Δ = Δ + Δ Δ = Δ Δ
Δ Δ

Δ ≡ Δ

∓ ∓   (2.33) 

вектор SΔ  и угол sΔ  погрешности ориентации БИНС можно представить рядом 
последовательных приближений (для удобства введен «малый» параметр ):  1ε ≡

1 1
1     ;         ;( ) ( ) ( ) ( ); ( ) ( ).

n n
n n

n n I IS t S t s t s t t t
= =

∞ ∞
ε ≡∑ ∑Δ = ε Δ Δ = ε Δ Δω ≡ εΔω    (2.34) 

Сходимость ряда (2.32) гарантирует сходимость рядов (2.34). 
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В теории инерциальной навигации до настоящего времени используются 
приближенные кинематические уравнения ошибок в вариациях [3, 8−11], реше-
ния которых равносильны первому приближению решений (2.32) уравнений 
ошибок. Но ни из малости ошибок гироскопов, ни из малости ошибки ориента-
ции БИНС не следует  ограничиться первым приближением решения кинемати-
ческих уравнений ошибок, поскольку вклад последующих приближений 
( ) (2.34) может превосходить вклад первого приближения [12, 21]. 5)

 2,
k kε ≥∼   

3. Новый алгоритм «автономно корректируемой» БИНС 
 

Рассмотрим алгоритм БИНС, в котором дополнительно к (1.6) интегриру-
ются строгие уравнения ошибок (2.1) и используется точная связь: 

( ) ( ) ( )I I IR t R t R t∗≡ − Δ ,                                             (3.1) 
при этом «штатный» алгоритм, вычисляющий ( )IR t∗ , и динамические уравнения 
ошибок (2.1) считаются равноправными и одновременно интегрируются в 
БИНС, а в алгоритме (1.6) можно использовать любую модель гравитационного 
ускорения, так как неучтенная часть гравитационного ускорения учитывается в 
строгих уравнениях ошибок. Для пояснения алгоритма используем модель 

const( ( ), )Ig R t t c∗ → = .                                          (3.2)  
Возмущенное динамическое уравнение («штатный» алгоритм) и строгое 

динамическое уравнение ошибок принимают вид: 

0 0 0 ; 0( ) ( )( ) ( ) ; ( ) ( )I E I I Ia t F t IR t B t c R t R R t V∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗≡= + = = = =�� �
∗ ;            (3.3) 

4 0Δ   Δ Δ  Δ 0 δ ; Δ 0 δ( ) ( ); ( ) ( ); ( ) ( )I I I I I I 0IR t f t V t R t R t R R t V= = = = =�� � � =           (3.4) 
и интегрируются в квадратурах для произвольного 3D-движения объекта. 

Формируем разность (3.1) решений уравнений (3.3) и (3.4) и получаем точ-
ное решение для действительной траектории объекта (1.4) в квадратурах:  

1 1
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R Г R t t Г t d R t

t

a t

V t dt V t dt f t dt

V t dt B t t

∗ ∗ ∗− Δ −

− =

= + ⋅ + ⋅

= + ⋅ +

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

]
 (3.5) 

Представим ( )IR tΔ  суммой ( ) ( ) ( )a b
I I IR t R t R tΔ = Δ + Δ  ( ( ) ( ) ( ) ( )( )I Ea B t a t B t a tt ∗ ∗Δ −≡ E ) 

1

0 0 2
0 0

δ δ + 1( ) ( )
tta

I I I I 2R t R V t dt a dttΔ ≡ + ⋅ Δ∫ ∫ ; 

{ }
1

1 2 2
0 0

0( ) [ ( ( ), ) ( , )] .
tt

b
I I I IR t dt c 2 2Г R t t Г t dtΔ ≡ − −∫ ∫     (3.6) 

Формируем оценку ˆ ( )IR t  действительной траектории ( )IR t  объекта  
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )a b

I I I I
ˆR t R t R t R∗= − Δ − Δ t

                                                
.                                      (3.7) 

 
5) Еще одно заблуждение состоит в том, что из-за малости ошибки ориентации (2.34) можно огра-
ничиться только первым приближением (2.33) 1

0( ) I Ω( ).A S S±Δ Δ ≈ Δ∓  Но вклад неучитываемых чле-
нов разложения (2.33) может превосходить вклад первого приближения в ошибку определения 
местоположения. Например, при погрешности ориентации вида Т( ) sin ;   1;   const 1S t c t c c′′Δ = μ ν = μ = �
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происходит линейный во времени рост ошибки (2.20) не только на частоте Шулера ( s′′ν = ν

k

), но и 

на любых ее субгармониках ( ) [12]. Учесть эти эффекты -го порядка 
можно только с учетом -го (по малому параметру (2.34)) члена разложения (2.33).  

/ ;   2,  3,  ...s k k′′ν = ν = ± ±

k
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Для построения оценки ˆ ( )a
IR tΔ  можно использовать любые методы оценива-

ния и фильтрации. Для построения оценки ˆ ( )b
IR tΔ  гравитационное ускорение 

заменяем его «наилучшей» моделью, а траекторию объекта заменяем на ее 
оценку: 

[ ( ), ] [ ( ), ]I I II
Г R t t Г R t t→ ∗ , 

1

1 2 2
0 0

0ˆ ˆ( ) { [ ( ), ] ( , )} .{ }
ttb

I I I
R t dt c 2 2Г R t t Г t dtIΔ = − −∫ ∫ ∗ ∗   (3.8) 

Теорема 12. Погрешность определения местоположения ( )IR t∇  посредством ав-
тономно корректируемой БИНС в общем случае произвольного вращения и  
3D-движения объекта при использовании в алгоритме БИНС однородной модели гра-
витационного ускорения возрастает во времени следующим образом:  

1
1

0 0 1 2 2 1 2 2 2 2 2
00 0 0

δ δ + )ˆ ˆ( ) { ( )} { ( ), ( ( ), }( ) ( ) .
tt t t

a
I I I I I I I II

R t a R t dt Г R t t Г R t t dtR V t dt t dt∇ = Δ − Δ + ∇ − ∇∫+ ⋅ ∗∫ ∫ ∫ (3.9) 

Доказательство .    В соответствии с алгоритмом (3.7) имеем 
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a b

I I I I I IR t R t R t R t R t R t∗= − Δ − Δ = + ∇ ,                       (3.10)  
где ( )IR t∇  – результирующая ошибка. С учетом (3.6)−(3.8) получаем (3.9). ■ 

Теорема 13. Парциальный вклад погрешности моделирования гравитационного ус-
корения в погрешность автономно корректируемой БИНС (3.9) мажорируется квад-
ратичной зависимостью от времени ( ) 0  [ , ]tτ ∈

1
2

1 2 2 2 2 2
0 0

2ˆ( ), ( ), )][ ( ) ( /
tt

I I II
Г R t t Г R t t kdt dt t− ∇ ≤∇ ⋅∗∫ ∫ ;  

ˆ( ), ( ),( ) (I I II
k Г R Г R≥ − ∇∇ τ τ τ∗ )τ .     (3.11) 

Доказательство  следует из явного вида (3.9). ■ 
Теорема 14. Алгоритм автономно корректируемой БИНС в общем случае произ-

вольной модели гравитационного ускорения имеет вид: 

Δ

                                                   

0             

( ) ( ).

ˆ ˆ( ) ( ) ( );

( ) ( ), )] ( , )};

( , )] ( ) ( ) , )]}

( ) ( ) { [

{ [( ) [( )

I I I

I E I I I

I I I I I I

R t R t R t

R

a t Г R t t Г t

Г R t t Г R t R t t

R t B t

t f

∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

= − Δ

−

− Δ +

⎧
⎪
⎪ = +⎨
⎪

+ =⎪⎩
��

��

t

                                                

            (3.12) 

Доказательство   очевидно с учетом (3.1)−(3.8). ■  
 
Предложенный простой алгоритм (3.1)−(3.8) обладает преимуществом, так 

как не требуется интегрировать нелинейные уравнения (3.12). 6)  С учетом неод-
нородности гравитационного поля (рис. 1) его модели представляются рядами 
функций, содержащими миллионы членов (например, в модели EGM2008     
используется 4 669 917 гармоник [18]). Использование таких или подобных 
«многочленных» моделей приводит к вычислению миллионов функций в ре-
альном времени.  

Можно предложить равносильное, но более удобное представление моделей 
гравитационного ускорения – дискретными 4D/3D кусочно-постоянными кар-
тами:  
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6)  В алгоритме (3.1)−(3.8) вектор (3.2) можно положить равным нулю, поскольку его величина не 
играет роли, − он автокомпенсируется (3.7), а сам факт его наличия в алгоритме (3.1)−(3.8) пре-
следовал лишь цель иллюстрации модели кусочно-плоской Земли (рис. 2), ассоциируемой с идеей 
кусочно-постоянных гравитационных карт (3.13). 



Оценки квантовых пределов точности БИНС на основе строгих уравнений ошибок 

const   const  1  1( , ) ; ( , ) ; [ , ] ; [ , ]I Im n mn I Im n mn m nГ ГR t g R t g m N n N∗ ∗= = = = = ≤ ∞ = ≤ ∞ , (3.13) 
использование которых предельно упрощает численный алгоритм формирова-
ния оценки (3.8) и сводит интегрирование к суммированию. 
 

  
Рис. 1. Форма геоида 

«картофелеподобной» Земли [16] 
Рис. 2. «Приходится признать, джентльмены,  
что это открытие несколько ошарашивает» [19] 

 
 

4. Ограничение точности БИНС квантовыми шумами гироскопов 
 
 
Задача разработчиков гироскопов – минимизировать ошибки гироскопов: 

0( )E tδω → . Но для гироскопов на эффекте Саньяка принципиально неустрани-
мы квантовые шумы, моделируемые стационарным гауссовым белым шумом: 

1 2 1 2     0             = 1, 2, 3( ) ( ); ( ) ; ( ) ( ) ( ); ,E i j i ijt t t t t D t t i jδω = ξ ξ = ξ ξ = δ δ − ,  (4.1) 
где символ ... –усреднение по ансамблю, –дельта-функция Дирака, –

символ Кронекера, i,j =1,2,3, –коэффициенты диффузии ([ ]= град/(ч)1/2). 

( i jt tδ − ) ijδ

iD 1 2/
iD

Теорема 15. В общем случае произвольного вращения объекта ошибка угловой ори-
ентации БИНС при наличии только белых гауссовых шумов гироскопов не зависит от 
вида вращения объекта. 

Доказательство    следует из «расцепления корреляций» моментов четного по-
рядка для гауссовых шумов на произведения моментов второго порядка, например, для 
момента четвертого порядка [22]: 

1 2 3 4

1 2 3 4 1 3 2 4 1 4 2 3

                                                       ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m n p q

m n p q m p n q m q n p

t t t t

t t t t t t t t t t t t

ξ ξ ξ ξ =

ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ξ + ξ ξ ξ ξ
   (4.2) 

и проверяемого прямым вычислением равенства 
1 1 2 2 1 2( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))E E EB t t B t t t tΩ δω Ω δω = Ω δω Ω δωE ,              (4.3) 

справедливого в случае (4.1) для произвольного вращения объекта. ■  
Учитывая  

2 11 2

1 2 1 2 1 1
0 0 0 0

2
2

/( / )( ) ... ( )
( / )!

t ttt n n n

n n n n
tdt dt t t dt dt t t
n

− −

− −δ − ⋅ ⋅ δ − =∫ ∫ ∫ ∫ ,                    (4.4) 

усредняя и суммируя ряд (2.32), получаем точное среднее значение решения 
кинематических уравнений ошибок БИНС для произвольного вращения объекта  

0I( ) ( ) DtA t B t e−Δ Δ == . ( 1 2 3D D D D= = ≡ ).                   (4.5) 
Для оценок предельно достижимой точности БИНС используем решение дина-
мического уравнения ошибок (2.20), учитывая вклад только ошибок гироскопов 

t

s 0
s 0

1Δ sin τ Δ τ τ τ τ.( ) ( ) ( )[ ( ) ]{ ( ) [ ( )]}I I IR t p t t A I R g R d
v ∗→ = ν − − −∫ ��

I     (4.6) 
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Интеграл (4.6) пропорционален перегрузке. Рассмотрим движение с еди-
ничной перегрузкой 

[ ]
t

s 0
s 0

10    sin( τ Δ τ( ) ( ) ( )) ( )I IR t p t t I A g d= ⇒ = ν − −
ν ∫

� τ .            (4.7) 

Учитываем только белые шумы (4.1). Согласно (4.5) для среднего значения 
ошибки местоположения (4.7) получаем точное аналитическое выражение 

2 2
1 2T 1

0 2 21 1 1( ( ) ( ) ) ( ) [ sin ( cos )Dt
s s

s s s

D D Dp t p t R e t t− −= + − − ν + − ν
ν ν ν

] .         (4.8) 

При выполняемых на практике неравенствах ,  имеем: 1/ sD ν << 1Dt <<
1 2T

0( ( ) ( ) ) ( sin )s
s

Dp t p t R Dt t≅ − ν
ν

;  

T 2
0

13 4 2
2

( ) ( ) [ ( sin sin )]s
s

Dp t p t R Dt t t≅ − ν − ν
ν s .    (4.9) 

Дисперсия ошибки определения местоположения (4.7) принимает вид: 
2 2

2 T T
2
0

2 5 2   1

3                       1

( / )( )( / ) , ,
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) , .p

Dt gt Dt t
t p t p t p t p t

Dt R Dt t

<< ν <<
σ ≡ − ≅

<< << ν

⎧⎪
⎨
⎪⎩

        (4.10) 

Используя (4.10), получаем оценки парциальных вкладов белых шумов ги-
роскопов в погрешность местоположения (движение с единичной перегруз-
кой): 
для БИНС на ЛГ при 1 2/D =(3 4)·10-4 град/ч

1/2 [24, 25] – (55-75) м/ч (1 σ) [5]; ÷
для БИНС на ВОГ при 1 2/D = 5·10-5 град/ч

1/2 [26, 27] – 10 м/ч (1 σ); 
для БИНС на АИ при 1 2/D = 3·10-6 

град/ч
1/2 [2] – менее 1 м/ч (1 σ).  

Квантовый предел точности подразумевает не раз и навсегда определенное 
конкретное число, а функциональную зависимость от параметров гироскопа. 
Эти зависимости для ЛГ давно известны [23−25]. Оценки квантового предела 
точности гироскопов на АИ и сравнение с ЛГ впервые были получены в работе 
[28]: 

( ) 1 2

2
/min

m m
m

jt
mA

−Ω = = ;      
1 2/

min
l

l

P t
A m

−

γ

⎛ ⎞Ω = ⎜ ⎟ω⎝ ⎠
=

= m

c

,              (4.11) 

где  и – минимально обнаружимые угловые скорости гироскопом на 
АИ и ЛГ;  – постоянная Планка;  – масса атома; – эффективная 
масса фотона;  – скорость света;  – круговая частота света; 

min
mΩ min

lΩ

=

c

m

ω

2/mγ ≡ ω=

j  – интенсив-
ность потока частиц;  – оптическая мощность;  – время измерения; P mt mA  и lA  
– площади контура АИ и резонатора ЛГ. 

Отношение /  представим в удобном для комментариев виде: min
mΩ min

lΩ

1 211 2 2

2
1 1 1
2 2

//min

min
lm l l

l m m m

NA P mc A
mc A j A N

+−+
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞Ω ω= = ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟Ω ω ω⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=
= =

,            (4.12) 

где  – отношение масштабных коэффициентов гироскопа на АИ и ЛГ; 2 /mc ω=

lN  – среднее число фотонов в резонаторе ЛГ;  – число атомов в АИ. mN
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Величина  имеет порядок (109−1011). Сравнивая энергию фотона ЛГ 
(λ = 0,63·10–6 м) с энергией атома 4He, Cs или молекулы C60, можно видеть, что 

 составляет 2·109, 6·10

2 /mc ω=

2 /mc ω= 10 или 3·1011 [30]. Таким образом, 
1 2

9 11 1 10 10
4 6

/min

min ; .lm l

l m m

NAk k
A N

+
− −⎛ ⎞Ω ⎛= ⋅ = ÷⎜⎜ ⎟Ω ⎝ ⎠⎝ ⎠

1 ⎞
⎟

l

               (4.13) 

При равных линейных размерах гироскопа на АИ и ЛГ отношение площади 
контура АИ и резонатора ЛГ можно оценить величиной /mA A  ≥ 10-3, среднее 
число фотонов в резонаторе ЛГ ~ 1017, а число атомов в АИ (постоянно увели-
чивающееся в разработках источников атомов для АИ) ~ 1012. В результате 

9 11 3 17 12 1 2 41 4 10 1 6 10 10 10 10 10 2 3 10min min // [( / ) ( / ) ] ( / ) [ ( / ) )]m l
− − + −Ω Ω ≤ ⋅ ÷ ⋅ ⋅ ≤ ÷ ⋅ 6−

10 ]−

− ]

,(4.14) 
или с учетом ~10-4 град/ч  (для современных ЛГ)  min

lΩ
810 2 3 10min [ ( / )m

−Ω ≤ ÷ ⋅  град/ч,                                 (4.15) 
что превосходит точность всех существующих в настоящее время гироскопов, 
кроме криогенных электростатических гироскопов проекта Gravity Probe B [29]. 

Для АИ с двумя входами в «запутанных» состояниях (рис. 3, а), достигается 
«предел Гейзенберга»: вместо зависимости  реализуется 

 [31], и предел точности улучшается в  раз. При =1012 в 
АИ возможно дополнительное по сравнению с классической схемой (рис. 3, б) 
повышение точности в 106 раз, что соответствует беспрецедентной точности 
гироскопа 

1 2min /( )m mN −Ω ∼
1 2/( )mN +1min ( )m mN −Ω ∼ mN

14 1610 2 3 10m
−Ω ≤ ÷ ⋅min [ ( / )  град/ч.                                (4.16) 

 
а)     б) 

  
 

Рис. 3. Атомный интерферометр с двумя входами в «запутанных» состояниях  (а)  
и классический (с одним входом) атомный интерферометр (б) [31] 

 
 

Заключение 
 

Строгий подход к выводу и исследованию уравнений ошибок БИНС позво-
лил получить новые результаты в теории инерциальной навигации (теоремы  
1−15). 

Обсуждавшиеся с В.И. Кузнецовым 1 октября 1986 года [4] оценки кванто-
вого предела точности БИНС на ЛГ (50 м/ч для ЛГ с периметром резонатора  
32 см) и результирующей точности БИНС 150…300 м/ч с учетом всех возмуще-
ний при движении с единичной перегрузкой были подтверждены на практике, – 
в БИНС на ЛГ LN-94R (технический задел, созданный фирмой Litton для ракет-
ной техники по программе Midgetman, использовался для авиации) была дос-
тигнута точность 0,1-0,2 мили/ч [32]. В достижимости такой точности БИНС на 
ЛГ автор не сомневался [5], и академик В.И. Кузнецов успел в этом убедиться 
при жизни.  

№ 4 (83), 2013 57



Н. И. Кробка 

Гироскопия и навигация 58

На новом этапе гироскопии на эффекте Саньяка автор не сомневается в том, 
что в ближайшее время в мировой практике будет достигнута точность авто-
номных БИНС на АИ  ~1 м/ч с перспективой дальнейшего повышения точно-
сти. Путь к созданию в России гироскопов на АИ с точностью 10-8−10-10 град/ч  
и 10-14−10-16 град/ч, очевидно, не простой и не близкий. Но, как известно, чтобы 
пройти путь, нужно сделать первый шаг [33].  

 

Автор признателен профессору Д. П. Лукьянову за ценные замечания, ко-
торые не только способствовали улучшению структурирования текста этой 
статьи по сравнению с текстом доклада [1], но и неявно подвигли автора до-
работать концепцию строгих уравнений ошибок БИНС с учетом неидеально-
стей бортовых шкал времени.  
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Abstract. Accurate error equations for SINS are derived with account of nonideal onboard 
time scale. Comments are given on specific features of SINS behaviour unnoticed 
earlier using approximate variational equations of INS errors. Error equations are first 
proposed to improve SINS accuracy not only to analyze it. Limits on SINS accuracy 
due to quantum noise of Sagnac effect gyros such as laser and fiber-optic gyros and 
atom interferometers on de Broglie waves are estimated [1]. 
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