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ОБРАБОТКА РЕЗУЛЬТАТОВ СТЕНДОВЫХ ИСПЫТАНИЙ 
БЕСПЛАТФОРМЕННЫХ ИНЕРЦИАЛЬНЫХ НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМ 
МЕТОДАМИ НЕГЛАДКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ ПРИ НАЛИЧИИ СБОЕВ 

 

Предлагается новый подход к решению задачи выявления 
скачков в смещениях нулей датчиков угловой скорости бес-
платформенных инерциальных навигационных систем. Этот 
подход основан на методе наименьших модулей  для динами-
ческих систем, который позволяет с необходимой точно-
стью определять моменты и величины скачков.  

 
Введение 

 
Перед допуском к эксплуатации бесплатформенных инерциальных навига-

ционных систем (БИНС), как правило, производятся стендовые испытания для 
определения систематических составляющих погрешностей чувствительных 
элементов – акселерометров и датчиков угловой скорости (гироскопов). Обыч-
но смещения нуля и прочие параметрические погрешности на достаточно дли-
тельных отрезках времени меняются несущественно и могут быть определены с 
необходимой точностью [3]. Однако иногда происходят одномоментные невоз-
вратные изменения (скачки) в показаниях чувствительных элементов на вели-
чину, значительно превосходящую средний уровень шумов. Данное явление не 
позволяет провести надежную калибровку инерциальной системы, поэтому 
важно точно выявлять моменты и величины скачков.  

Общепринятые способы обработки сигналов основаны на идеях калманов-
ской теории оценивания и методе наименьших квадратов [3]. Как показывают 
численные эксперименты, эти методы не всегда позволяют точно определить 
скачки в погрешностях чувствительных элементов, так как дают недостаточно 
четкую оценку.  

Существуют и другие подходы к идентификации сбоев, например метод 
многоальтернативной фильтрации [5, 6], в основе которого лежит использова-
ние калмановской теории оценивания и нескольких гипотез о вероятностных 
характеристиках погрешностей.  

В данной статье рассматривается принципиально другой подход к обработ-
ке сигналов БИНС. Задача выявления сбоев формализуется в виде проблемы 
оценивания фазового вектора динамической системы по измерениям, в качестве 
которых выступают выходные сигналы БИНС в совокупности с внешней и ап-
риорной информацией. Проблема оценивания решается с помощью метода наи-
меньших модулей (МНМ), иногда называемого методом -аппроксимации. 
Данный метод заключается в минимизации суммы модулей компонент векторов 
невязок. Он позволяет с большой точностью оценивать моменты появления и 
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величины скачков в показаниях чувствительных элементов без использования 
статистических гипотез.   

Первые три раздела статьи посвящены построению математических моде-
лей динамической системы и измерений, для которых затем формулируется за-
дача оценивания.  Рассмотрены основные особенности ее численного решения; 
построены оценки уровней неоптимальности текущих итераций [1], приведены 
результаты решения задачи оценивания при обработке модельных данных. 

 
Математическая модель ошибок БИНС при стендовых испытаниях 
 
Рассмотрим стендовые испытания, при которых БИНС выставлена по осям 

географического трехгранника и ее ориентация не меняется на протяжении все-
го эксперимента.  

Пусть стендовые испытания проводятся в точке M  с известными геогра-
фическими координатами, а основание системы неподвижно относительно Зем-
ли. Обозначим модельную (расчетную) точку, вычисляемую БИНС, через 'M . 
Введем несколько систем координат (трехгранников) [4, 9]: идеальный геогра-
фический трехгранник, начало которого связано с положением истинной точки 
M , первая ось направлена на восток, вторая − на север, а третья − по географи-
ческой вертикали; модельный трехгранник, определяющийся аналогичным об-
разом, но его начало связано с модельной (расчетной) точкой 'M ; приборный 
трехгранник, жестко связанный с корпусом БИНС, с началом в точке M , оси 
которого совпадают с осями чувствительности инерциальных датчиков; квази-
приборный трехгранник, отличающийся от приборного поворотом, определяе-
мым расчетной матрицей ориентации приборного трехгранника относительно 
модельного географического трехгранника. 

Пусть 1, 2x xΔ Δ  – горизонтальные ошибки местоположения, записанные в 
проекциях на оси модельного географического трехгранника;  – первые 
две компоненты разности , называемой динамической ошибкой 
определения относительных скоростей, где  − вектор модельной относитель-
ной скорости в осях модельного географического трехгранника,  – вектор 

относительной скорости в осях квазиприборного трехгранника;  – 
компоненты вектора углов малого поворота квазиприборного трехгранника от-
носительно модельного географического трехгранника  в проекциях на оси мо-
дельного географического трехгранника;  – 
компоненты вектора угловой скорости вращения Земли в проекциях на оси иде-
ального географического трехгранника; здесь  – широта точки 
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M   – вели-
чина угловой скорости вращения Земли;  – большая полуось земного эллип-
соида;  – абсолютная величина ускорения силы тяжести в месте проведения 
эксперимента;  – инструменталь-
ные погрешности в показаниях акселерометров и датчиков угловой скорости, 

 – постоянные составляющие этих погрешностей, 

u
a

ν ν=
g

j

0 δj +Δ εi if f= + δ 1 2i j,   i , ,    = 1 2 3jν ,   j , ,=

0ε ,i ν δ δi jf ,  ν  –
флюктуационные непостоянные погрешности. 

Инструментальные погрешности инерциальных датчиков в качестве неиз-
вестных величин фигурируют в уравнениях ошибок БИНС, описывающих ди-
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намику изменения ошибок в определении координат, скоростей и углов ориен-
тации объекта. Уравнения ошибок записываются следующим образом:  
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Уравнения (1) представляют собой частный случай уравнений ошибок 

БИНС [4], когда испытания проводятся на неподвижном относительно Земли 
стенде, а приборный трехгранник приблизительно ориентирован по осям иде-
ального географического трехгранника.  

Рассмотрим случай, когда в смещениях нулей акселерометров и датчиков 
угловой скорости могут происходить редкие скачкообразные изменения (сту-
пенчатого типа). В статье [2] представлено решение проблемы идентификации 
скачков в показаниях акселерометров. Здесь рассмотрим задачу идентификации 
скачков в показаниях гироскопов. Вообще говоря, в каждом измерительном 
датчике может возникать несколько сбоев. 

Чтобы построить алгоритм определения скачков, расширим вектор состоя-
ния системы (1), включив в него неизвестные значения инструментальных по-
грешностей: 

1 1 2 2 3 1 4 2 5,      ,           ,       ,       .f fκ = Δ κ = Δ κ = ν κ = ν κ = ν  

Формирующие дифференциальные уравнения для них представим в виде 
.

 ,     1,...,5,j j jκ = δκ =                           (2) 

где  – функции, характеризующие скорости изменения погрешностей. Эти 
функции описываются соотношениями  

jδκ

 
δκ ( ) ( ) δ( )j j jt t t= δκ + λ − jt  

Здесь  – дельта-функция Дирака, соответствующая скачкообразно-

му изменению этих величин, 

( jt t )δ −

jλ  – величина скачка, δ  производная регу-

лярной, флюктуационной составляющей jκ е содержащей скачков. 

( )j tκ  –

н( )t , 
Для численной реализации алгоритмов оценивания неизвестных параметров 

необходимо перейти от дифференциальных уравнений к разностным. Рассмот-
рим набор дискретных моментов времени:  где  – 
фиксированный шаг дискретизации, соответствующий, например, частоте по-
ступления измерительной информации. Тогда, согласно стандартному приему, 
можно получить дискретный аналог (1), (2): 

 

,      0,..., ,kt k t k K= Δ = tΔ
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Здесь является неизвестным возмущением, приращением па-

раметра , содержащим скачки.  

Структура измерений в задаче оценивания 
 
олучим соотношения, описывающие измерительную информацию в задаче 

оце
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П
нивания. Основываясь на выходной информации БИНС, можно получить 

значения координат точки 'M  и значения компонент вектора относительной 
скорости 'V  этой же точки скретные моменты времени. Также вычисляют-
ся значени ', ', 'ψ θ γ  и , ,ψ θ γ  углов курса, тангажа и крена для модельного и 
приборного трехгранников лучаемые на выходе вычислителя БИНС величи-
ны ( ),  ( )out out

i k i k

в ди

. По
я 

x t V t , ( ),  ( ),  ( )out out out
k k kt t tψ θ γ  из-за округления при выводе не 

точн ми координат, скоростей и угла: 
out out

о совпадают с соответствующими значения

k              (4) 

где  – погрешности округления. 
 времени между двум по ми в этих 

фор

 выше инерциальной информации о координатах и ско-
рос

онная информация в виде географических координат

' '( ) ' ( ) ' ( ),         ( ) ' ( ) ( ),      1,2,i k x i k x i k i k i k Vi kx t x t r t V t V t r t i= + = + =   

( ) '( ) '( ),            ( ) '( ) '( ),

( ) '( ) '( ),               ,      0,..., ,

out out
k k k k k

out
k k k k

t t t t t t

t t t t k t k K

ψ = ψ + δψ θ = θ + δθ

γ = γ + δγ = Δ =
 '' ( ),  ( ),   1,2,x i k Vi kr t r t i =  'δψ , 'δγ , 'δθ
Отрезок я следовательными измерения
мулах будем считать равным шагу дискретизации tΔ , фигурирующему в 

предыдущем разделе. 
Помимо описанной
тях объекта, на котором установлена БИНС, используется так называемая 

внешняя информация, т. е. данные, поступающие не из инерциальной системы 
[9]. Применительно к решаемой проблеме можно выделить три типа внешней 
информации. 

1. Позици  ext
ix  точки  

проведения эксперимента, которую можно представить равенствами 
 

' '( ) ( ) ,    1 2 0ext
i k x i k x ix t x t r  i , ,    k ,...,K,  = + = =                            (5) 
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где ' ( )x i kx t  – координаты идеальной точки M  в проекциях на оси модельного 
географического трехгранника, а 'x ir  – ошибка в их определении, вызванная 
погрешностями сторонних источников данных, которую можно считать посто-
янной, так как место проведения эксперимента фиксировано. 

2. Скоростная информация в виде равной нулю относительной скорости 
точки M , например, в проекциях на оси квазиприборного трехгранника 

                 ( ) ( ) 0,          0,..., .
x

ext
k z kV t V t k K= = =                         (6)  

3. Уг ормация в виде значений углов ку с танга
бор

             (7) 

Здесь – показания датчиков углов стенда, 
ные

и корпуса Б

ловая инф р а, жа и крена при-
ного трехгранника, вырабатываемая датчиками углов стенда: 

,            ,               ext ext extψ = ψ + δψ θ = θ+ δθ γ = γ + .δγ

 ,   ,   ext ext extψ θ γ
ия углов курс

,   ,  ψ θ
,   ,  δθ

 γ – истин-
 значен а, тангажа и крена соответственно,  δψ δγ – по-

грешности датчиков. Все эти величины в силу неподвижност ИНС 
являются константами. 

Получаемые в вычислителе БИНС модельные значения ' 'x ix  и ' 'x iV  связа-
ны и ра ствас компонентами фазового вектора системы (3) следующим вен ми [4]: 

' ' '' ,             ' .
xi x i x i i x i zx x x V V VΔ = − δ = −      1,2i =                         (8) 

Из соотношений (4)−(6) следует, что разности:  

могут рассматриваться как измерения компонент фазового вектора системы (3): 

где 

( ) ( ) ( ),        1 2out ext
xi k i k i kz t x t x t i , ,  = − = 0  k ,...,K,  =  

( ) ( ) ( ),        1 2 0out ext
Vi k i k i kz t V t V t i , ,    k ,...,K,  = − = =  

( ) ( ) ( ),  xi k i k xi kz t x t r t  = Δ + ( ) ( ) ( ),    1 2 0Vi k i k Vi kz t V t r t i , ,    k ,...,K,  = δ + = = (9) 

' '( ) ' ( ) ,       ( )xi k x i k x i Vi kr t r t r r t= −
 ( )

 – итоговые ошибки этих измерений, при-
чем xi kr t  обусловлены погрешностями как выходных сигналов, так и внешней 
информации, а ( )Vi kr t  – погрешностями только внешней информации.  

Нетрудно та оказать, что информация об углах 1 2 3, ,β β β опискже п ывается 
рав

                    (10)      

здесь измерения k строятся на основе выходных сигналов 

ляющие собой линейные комбинации ошибок округления из системы (4).  
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зиция динамическо

и 
до х 
ура

нных, це которой с с я е о
ные постоянными погрешностями 

Декомпо й системы и структура задачи оценивания 
 
Ошибки в измерениях (9)−(10) координат, скоростей и углов ориентаци

статочно малы, поэтому возможно упростить исходную систему разностны
внений (3), исключив из рассмотрения первые два уравнения,  уравнения 

для 3( )k t  β и 5( )k t  κ и подставив в ее правую часть измерения 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ).xi k Vi k k k kz t , z t , z t , z t , z t   θ γ ψ В результате дополнительной замены пе-

реме ль – и ключить по то нны  составляющие ( бусловлен-
стенда) из уравнений для измерений (10), 

получаются две независимые (без общих неизвестных) системы уравнений:  

            1
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⎝ ⎠
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1 1 1 1'( ) '( )  ( ) ,  
k

k

t

k k
t

t t d
+

+κ = κ + δκ τ τ∫

      0 1, k ,...,Kκ = = −  
1

4 1 4 4( ) ( )  ( ) ,     
k

k

t

k k
t

t t d
+

+ κ + δκ τ τ∫

           2
2 1 2 3 1 1 2

( )( ) ( )  2 ( ) ( '( ) ) '( )  x k
k k V k k k

z tV t V t t u z t t g t
a+

⎛ ⎞δ = δ + Δ − + β − ,κ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

                                                (12) 

        

 k отличаютс от соответст-
вующих исходных переменных на константы, зависящие от постоянных со-
ста остей в измерениях (10):  

Таким образом, динамика ошибок БИНС может быть описана системами 
разностных уравнений (11) и (12). Для определенности рассмотрим систему 
(11

 вектора состояния системы в момент 
 – заданные матрицы,  – н

следующи

+

            ( )1 1 1 3 2 3'( ) '( ) ( ) ( ) ( )  ,k k k k kt t t u z t u z t κ t+ γ ψβ = β + Δ − +  

      
1

2 1 2 2'( ) '( )  ( ) ,  
k

k

t

k k
t

t t d
+

+κ = κ + δκ τ τ∫

        0 1.k ,...,K= −  
1

3 1 3 3( ) ( )  ( ) ,      
k

k

t

k k
t

t t d
+

+κ = κ + δκ τ τ∫
Здесь величины я 1 2 1 2'( ), '( ), '( ), '( )k k k t  t t tβ β κ κ  

вляющих погрешн

1 1 2 2'( ) ( ) ,                '( ) ( ) ,ave ave
k k k k

ave

 t t r  t t rθ γβ = β + β = β +

1 1 2 2'( ) ( )  ,            '( ) ( )  .ave
k k k kt t g r t t g rγ θκ = κ + κ = κ −

 

 

) и представим ее в матричном виде 
( 1) ( ) ( ) ( ),               0,..., 1,X k FX k Gq k g k k K+ = + + = −             (13) 

где ( ) nX k ∈R  – неизвестное значение
времени ,kt  

ор погрешн
 

,n n n lF G× ×∈ ∈R R

системы. В сис

( ) lq k ∈R

, а указан

еизвестный 

вект остей, ( ) ng k ∈R  – известный вектор, отвечающий неоднород-
ностям данной теме (11) 4,   2n l= = ные векторы и 
матрицы описываются ми формулами: 
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⎟

где  – нулевые и единичные ма  указанных 

ерностей. Для с емы (12)
иметь схожую структуру. 

1 2 1 4( ) ( ( ), '( ), '( ), ( )) ,T
k k k kX k V t t t t= δ β κ κ    

1

( )
k

Tt

q k
+⎛ ⎞

= ⎜⎜ ⎟

1

1 4( ) , ( )  ,
k

k k

t

t t

d d
+

δκ τ τ δκ τ τ
⎝ ⎠
∫ ∫  

( )3 2 1 3( )  2  ( ) ) / ,    ( ),   0,   0 , T
V k x k kg k t u z t z t g a u z tθ= Δ −   (

( ) ( )1 2 2 2 2
4 4

2 2 2 2 2 2

0,            ,0 0
A EF E G E× ×

×
× × ×

= + =  

1

0

0 0

g
A

−⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 2 2 2 20 ,    E× × трицы

разм ист  соответствующие матрицы и векторы будут 

Измерения компонент фазового вектора ( )X k  системы (11) в соответствии 
с (9) и (10) сформируем следующим образом: 

где n задаются соотношениями (
T =

Аналогичным образом измерения строятся и для фазового вектора систем  
(12). 

 значений могут достигать различные составляющие погрешностей в по-
каз

где  – заданные вектор и матрица, а 

априорной ции. В

      

 
Итак, соотношения (11), (14), (15) или схожие с ними формулы для системы 

(12 задают модели объекта, измерений и априорной информации для задачи 
оце

в в н

решения, используемые в д

( ) ( ) ( ),                    1,..., ,z k HX k r k k K= + =                       (14)  

 ( ), ( ) ,m mz k r k H ×∈ ∈R R  2m = ): 

1) ( ( ), ( )) ,  ( ( ))  0,..., .T fl
V k k kk z t z t H t k Kγ γ= =  2 2 2 2 1( ,  0 ),     ( ) ( ( ), ,   V kz E r k r t r× × =

ы

Используя математическую модель начальной выставки [4] и знания о том, 
каких

аниях чувствительных элементов, можно записать априорную информацию 
о (0) jκ  в виде фиктивных измерений 

(0) ,apr apr aprz H X r= +                       (15)  
r aprapr m apr4,apm =  

aprm∈R
,     

aprm nz H ×∈ ∈R R
соответствует погрешности в aprr  информа  нашем слу-

чае  

apr T
0 1 1 0
0 1 0 0apr

−⎛ ⎞
⎜ ⎟(0, (0),0,0) ,z zγ= 0 0 1 0

0 0 0 1
H =

⎜ ⎟
⎝ ⎠

. 

) 
нивания. С помощью таких моделей исходные погрешности чувствительных 

элементов 1 2( ),  ( )k kt tκ κ  оцениваются с дополнительными сдвигами 

 ,    ave aveg r g rγ θ    ,    ave aveg r g rγ θ  соответственно. Однако на оценки величин и мо-
ментов скач с иги никакого лия ия не оказывают. Таким обра-

в в компонентах 1 2 3 4( ),  ( ), ( ),  ( )k k k kt t t tκ κ κ κ  необ-
ходимо решение двух задач оценивания, соответствующих системам (11) и (12). 

Подчеркнем, что алгоритмы численного анном 
исследовании, оперируют не непосредственно с полученными ранее моделями, 

ков указанные 
оценивания скачко

д
зом, для 
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а с 

Сформули  нахо-
дятся оценки векторов состояния полученных ранее динамических систем. 
Гла

их безразмерными аналогами. Так делается для того, чтобы все переменные 
имели приблизительно одинаковый масштаб, порядка 1. В этом случае точность 
и надежность вычислительных процедур значительно повышаются. 

 
Вариационные проблемы и методы их решения 

 
руем основную вариационную задачу, с помощью которой

вная идея состоит в том, что функционал оптимизационной задачи предла-
гается сформировать из суммы модулей компонент вектора невязки. Тем самым 
решается проблема, аналогичная классической задаче метода наименьших мо-
дулей (МНМ) [8, 10]. В качестве переменных выступают значения векторов со-
стояния и возмущений динамической системы, соответствующие всему интер-
валу времени, на котором производились измерения, т.е. решается детермини-
рованная задача сглаживания. Применение МНМ объясняется тем, что он пока-
зал свою эффективность в решении статических задач оценивания при наличии 
редких аномально больших ошибок (сбоев) в измерениях [8, 10].  В динамиче-
ских задачах оценивания ситуация похожая. Применительно к полученной ра-
нее модели (13) скачкам в параметрах ( )j ktκ  соответствуют аномально боль-
шие значения невязок ( )j kq t в динамике системы. Как будет показано ниже, 
МНМ позволяет постр ценки 0{ ( ),..., ( )},    1,...,4j j Kt t jκ κ = , по которым 
легко устанавливаются момент и вели . 

Вариационная задача, c помощью остояний опи-
санной системы, имеет вид: 

оить о
чина скачка, если он имел место
 которой находятся оценки с

1 (16)  

при ограничениях
 используется для нормы соответствующих 

мы их компонент); весов е диагональные матрицы 

 
мод

вивалентной че линейного программи-
ров

1
1

1|| ( (0)) ||
K K

apr aprz H X
−

−Π − +∑ 1 1
1 ,

1 0

|| ( ( ) ( )) || || ( ) || min
X q

k k

R z k HX k Q q k− −

= =

− + →∑

( 1) ( ) ( ) ( ),  0,..., 1.X k FX k Gq k g k k K+ = + + = −  
Здесь обозначение

векторов (т.е. сум
1 ||  ||⋅  

модулей 
m

1l -
ы

,    ,   
apr aprm m m l lR Q× × ×Π∈ ∈ ∈R R R  задаются исходя из экспертных представ-

лений о масштабах компонент векторов , ( ), ( )aprr r k q k соответственно. 
Таким образом,  необходимо минимизировать сумму 1l -норм векторов не-

вязок, соответствующих начальной инф очностям динамормации, нет ической
ели и уравнениям для измерений. Задача оценивания ставится как детерми-

нированная (не стохастическая), не используются какие-либо гипотезы о веро-
ятностных свойствах возмущений.  

Возможны два подхода к решению проблемы 1l -аппроксимации (16). Пер-
вый из них состоит в переходе к эк зада

чания [2, 11]. Второй подход заключается в том, то, пользуясь ограничения-
ми в задаче (16), можно выразить вектор состояния через (0)X  и векторы воз-
мущений ( )q k как 

1k
k 1

0

( ) (0) ( ( ) ( )),               1,..., ,k s

s

k F X F Gq s g s k K− −

=

= + + =∑  
−

X
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а затем подставить эти выражения в функционал задачи (16). В результате зада-
ча условной минимизации (16) сводится к задаче безусловной минимизации 
(17), соответствующей классическому методу наименьших модулей: 

 
1

( ) | | min
N

T
i i i

i

I p H
χ

=

χ = ζ − χ →∑ ,                                  (17) 

где ( )aprN m K n l= + + , ( (0), (0),..., ( 1)) ,     ,T T TX q q K Klνχ = − ∈ ν = +R  n а 
,i ip ζ  и матрица Nν× выражаются через векторы и матрицы исходнойH ∈R  

проб
дача (17), в редь, может быть решена различными способами. 
рвых, она так тся к проблеме линейного программирования, во-

вторых, для ее реш

лемы (16). 
За свою оче

Во-пе же своди
ения может быть использован алгоритм Вейсфельда (метод 

вариационно-взвешенных квадратических приближений) [8]. Ценность метода 
Вейсфельда состоит в том, что он чрезвычайно прост в реализации. Кроме того, 
зачастую он позволяет обрабатывать значительно бóльшие массивы измерений, 
чем алгоритмы, основанные на линейном программировании. 

Идея алгоритма Вейсфельда заключается в том, что производится последо-
вательность итераций, на каждой из которых ищется вектор, минимизирующий  
квадратичную по χ  форму: 

( ) ( 1) 2arg min ( ) ,
N

s s T
i i i ipW H−χ = ζ − χ∑                             (18) 

1i=

где  – номер итерации,  – весовой коэффициент, соответст
компоненте вектора невязки на предыдущем шаге  

 s ( 1)s
iW − вующий й i -

( 1) ( 1)
( 1) 1/ | |,      если   | | ,

1/ ,                          если  | |

T s T s
s i i i i

iW
− −

− ⎧ χ ζ − χ ≥ α= ⎨ α⎩
 ( 1) ,T s

i i

H H
H −

ζ −
ζ − χ < α

 – решение на предыдущем шаге. 
Параметр в алгоритме характеризует малость компонент 

( 1)s−χ
0α >  

( 1)T s
i i

−χ . Он вводится для того, чтHζ − обы избежать деления на очень малень-
кие ача (18 п з
метода
вестных алго

ому является полученный на текущем шаге вектор 

 числа. Зад ) представляет собой стандартную роблему в вешенного 
 наименьших квадратов (ВМНК) и может быть решена с помощью из-

ритмов [7, 11].  
Таким образом, строится последовательность векторов, являющихся при-

ближенными решениями исходной задачи (16). При этом важно оценить, на-
сколько близким к оптимальн

( )sχ , т. е. насколько ( )( )sI χ  близко к неизвестному оптимальному значению 

0 ( )optI I= χ , где optχ  – решение задачи (16). Параметром, характеризующим 
ство приближенно ения, может служить, например, уровень неопти-каче го реш

мальности 
( )( )sI

0I
χΔ = .                                                      (19) 

В статье [1] с помощью теории двойственности выпуклых вариационных 
задач получены два варианта верхней оцен
один из них оказывается весьма полезным в рассматриваемой задаче:  

ки 0Δ  уровня неоптимальности Δ , 
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( )( ) ( )

1
0

( 1) ( ) 2

( ) max | |
.

( )

Ns T s
i i i i

N
s T s

i i i i

I p H

pW H

=

−

χ ⋅ ζ − χ
Δ ≤ Δ =

ζ − χ∑
                            (20) 

1i=

Эта оценка дает критерий остановки вычислительного п
количество слагаемых в функционале (17), − малый параметр, задающий -
пустимое отклонение каждого слагаемого в  функционале от оптималь , 
при

роцесса. Пусть N  – 
μ  

 этом

п

 до
ного
 мчем поскольку вариационная задача решается для отмасштабированной о-

дели, то можно считать, что этот параметр одходит для каждого слагаемого. 
Тогда допустимое отклонение текущего значения функционала от оптимально-
го описывается неравенством ( )

0( ) .sI I Nχ − ≤ μ  

Разделив обе части этого неравенства на ( )( )sI χ , из формулы (19) получим 

0
( ) ( )

11 I N
I I

μ−
χ

1 ,
( ) ( )s s= − ≤
χ Δ

 

следовательно  
1

( )1 .
( )s

N
I

−
⎛ ⎞μΔ ≤ −⎜ ⎟χ⎝ ⎠

 

Итак, поскольку критерий остановки алгоритма Вейсфельда зада-
дим следующим образом: 

0Δ ≤ Δ , 

1

0 ( )1
( )s

N
I

⎛ ⎞μΔ ≤ −⎜ ⎟χ
.                                            (21) 

Тем самым, оценка уров

−

⎝ ⎠
ня неоптимальности позволяет остановить вычис-

лительный процесс, когда гарантированно достигн
 

ных 
данных. Оказ симации 
скачки в показаниях гироскопов 
мог

т

х  

тма Вейсфельда. При этом обрабатывался 

ута требуемая точность. 

Идентификация скачков в погрешностях гироскопов 
 
писанный выше подход тестировался на примерах обработки модельО

алось, что с помощью построенных моделей и 1l -аппрок
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ут быть идентифицированы 
весьма точно. Данный факт иллю-
стрируе  рис. 1. 

Здесь сплошной линией показа-
ны моделируемые значения по-
грешности в показания  гироскопа
κ4 ( )kt  [1/c], штриховой – результат 
оценки 4 ( )ktκ  с использованием 
МНМ ( 1l -аппроксимации), когда 
решение вариационной проблемы 
осуществлялось посредством алгори
массив измерений, соответствующий
2000 с, моделировались два скачка в 
зовались ранее построенные модели с шагом дискретизации 10tΔ =  с.   Как 

 интервалу времени продолжительностью
показаниях одного из гироскопов; исполь-

 

 
Рис. 1. Оценки скачков в датчике угловой скорости 
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 зн

ход оцени
ния основаны тоде наименьших 
кв о 

имеет

при ограничениях т.е. в 
функционале вме модулей стоят квадрат соответству щих невязок. 

На рис. 1 шт нктирной линией  результат оценки  [1/с] с 
и

азыва-
етс  оцен

оения

видно из рис. 1, оценка, полученная с помощью метода 1l -аппроксимации, по-
зволяет эксперту, анализирующему результаты стендовых испытаний, выявить 
«значимые» скачки, основываясь на знании допустимых пороговых ачений, и 
сделать заключение о готовности БИНС к эксплуатации. еличины скачков оп-
ределяются с точностью до 5-10%, а моменты, когда они произошли, – с точно-
стью до нескольких шагов дискретизации tΔ . Отметим, что появление скачка в 
оценке ранее скачка в истинном сигнале не является противоречием, поскольку, 
как было указано ранее, мы решаем задачу сглаживания на всем интервале вре-
мени. При  уменьшении шага дискретиза  это «упреждение» сокращается. 
Для остановки итерационного процесса использовался критерий (20). Динамика 
изменения оценок 0Δ  в зависимости от номера итерации алгоритма Вейсфельда 
показана на рис. 2. 

Решение с заданной точностью 
( 410−μ = ) было найдено за 92 итера-

В

ем 

ы
на

1 0

 0k
ю
 

ции

ции, 
м
=

 
ад

(Gq+
ы 

показан

 

на последн шаге уровень неоп-
альности оценивался как 

3
0 ,4 10−Δ ⋅ .  
Наиболее распространенные на 

практике под  к задачам ва-
 ме

ти
1+ 6

Рис. 2. Динамика  оценок уровней 
 

изменения
неоптимальности ратов (МНК). Применительн к 

рассматриваемым моделям задача МНК 

1
1

2 2( )) || || ( ) || minHX k Q q k
−

−− + →  

 вид [11]   

1 (0X−

 
сто 
рихпу

1
2 ,

|| ( )) || || ( ( )
K K

apr apr

X qk k

z H R z k−

= =

Π − +∑ ∑

( 1) ( ) ) ( ), ,..., 1,X k FX k k g k K+ = + = −  

 4 ( )ktκ
помощью МНК. Как видим, данный подход не позволяет определить ни вел -
чины скачков, ни даже сам факт их наличия, график изменения ( )ktκ ок4

я слишком «плавным». Похожие эффекты наблюдались и при ивании 
скачков в показаниях акселерометров БИНС. Данный вопрос детально обсуж-
дался в статье [2], где предложен несколько другой способ постр  структу-
ры для задачи оценивания (не использующий измерения углов тангажа и крена 
на стенде), однако весьма успешно применен метод наименьших модулей. 

Следует заметить, что немаловажным является вопрос выбора весовых мат-
риц , , .R QΠ  Для рассматриваемого класса задач оценивания их диагональные 
элементы были заданы исходя из приблизительного знания масштабов соответ-
ствующих переменных: 

4 3 2 7
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В результате большого ряда численных экспериментов установлено, что  
для повышения надежности идентификации скачков в показаниях гироскопов
крайне желательно выполнение нескольких условий. Во-первых, продолжи
тельность эксперимента должна быть не менее одного часа. Во-вторых, высоко-
частотные

 Зависимость
 показана на

оце

ния параметра весьма похожи и 
 подход не требует осо-

прикл че -

атри

ленного решения, например пакета 
Ma

 е

ростн й и угловой информации в соответст-
вующей задаче сглаживания поз  задачу определения скачков в 
показаниях чувствительных элемент Численные эксперименты свиде-
тел

 
-

 погрешности k kγ θ  в съеме данных не должны превышать 

значений порядка 55 10 рад.−⋅  Данные условия позволяют заметно повысить 
устойчивость решений по отношению к вариациям диагональных элементов 
весовых матриц (в их задании допускается неточность в 15-20 раз по сравнению 
с базовыми значениями).  получаемых решений от значений весо-
вых коэффициентов  рис. 3. 

Здесь пунктирной линией изобра-
жена 1l -оценка погрешности 3( )ktκ при 
указанных выше исходных значениях 
весовых коэффициентов, штриховой – 

( ), ( )fl flr t r t

нка в случае, когда величина 2Q  
уменьшена в 10 раз, а штрих ир-
ной – оценка в случае, когда 2Q  увели-
чена в 3 раза, сплошной линией, как и 
ранее, показаны исходные моделируе
мые значения 3( )ktκ . Как видим, полу-
чающиеся решения по характеру измене
скачок идентифицируется. Тем самым, предложенный
бенно точного задания весовых матриц. 

Нередко в адных задачах коли
гает нескольких тысяч. Тогда сведение (16) к задаче линейного программирова-
ния может приводить к вычислительным трудностям. М цы ограничений в 
этой задаче будут иметь очень большую размерность, и поэтому при использо-
вании стандартных инструментов чис

пункт

-

 3( )ktκ  

 
Рис. 3. Вариации весовых коэффициентов 

ство неизвестных параметров дости

tlab, может возникнуть нехватка оперативной памяти. Отметим, что в отли-
чие от подходов, основанных на линейном программировании, алгоритм Вейс-
фельда позволяет без излишнего расходования вычислительных ресурсов ре-
шать задачи вида (16), даже если количество измерений и неизвестных пара-
метров составляет порядка 10000, − в этом состоит его важно  преимущество. В 
случае если удается сравнить решения задачи МНМ, полученные с помощью 
алгоритма Вейсфельда и с помощью линейного программирования, результаты 
оказываются очень близкими, т.е. использование алгоритма Вейсфельда не при-
водит к потере точности решения. 

 
Заключение 

 

В данной статье рассмотрены математические и вычислительные особенно-
сти метода наименьших модулей в задаче обработки сигналов БИНС. Показано, 
как совместное использование ско о

воляет решить
ов БИНС. 

ьствуют, что предложенный подход дает возможность с приемлемой точно-
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ующей оптимизационной проблеме.  

1. Ак моду-
лей

2. кимов, П.А. Оценка смещений  датчиках БИНС посредством 
ппроксимации / П.А. Акимов, А.И. М тика и телемеханика. -  2011. -№2.   

н-

й на основе 

енки / В.И. Мудров, 

ов, 

. Least Absolute Deviations: Theory, Applications, and Algorithms. – 

ization. – Cambridge University Press, 2004. 

on. So, 
ance of 

стью идентифицировать скачки в показаниях датчиков угловой скорости (гиро-
скопов).  

Установлено, что метод наименьших модулей дает значительно более чет-
кие оценки скачков, чем метод наименьших квадратов. Исследована устойчи-
вость решений по отношению неточностям в выборе весовых коэффициентов в 
соответств

Еще один важный результат состоит в том, что установлена эффективность 
простого с вычислительной точки зрения метода Вейсфельда и оценок уровней 
неоптимальности при обработке больших массивов измерений.  
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Abstract.  In practice, the cases are not uncommon when rare jumps (of a step type) can occur 

in the errors of sensors (accelerometers or gyroscopes). Then, in particular, the sys-
tem is not subject to calibration and must be brought to a standard conditi
the presence of jumps is important for making a decision about the admitt
SDINS to the operation. Therefore, the problem of such failures detection is topi-
cal. Usually, the navigation algorithms (including calibration algorithms) are based 
on the Kalman filtering theory. Their distinctive feature is that they resolve quad-
ratic optimization problems and therefore are very convenient from the computa-
tional point of view. Because of the jump variations of signals the estimates ob-
tained by standard quadratic methods are not sufficiently accurate. Thus one needs 
to elaborate the estimation algorithms that are robust with respect to the jumps in 
the errors of sensors. The paper is devoted to a nonstandard method for processing 
the output signals of SDINS. We propose to use an 1l -norm approximation based 
approach (cf. (16)) that allows us to estimate efficiently the state of dynamic sys-
tems even under anomalous variation of the errors (see figures 1-3).  

Key words: SDINS, failures, Nonsmooth Optimization, signal processing. 
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