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НЕКОТОРЫЕ АСПЕКТЫ РАЗРАБОТКИ И ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

СТАЦИОНАРНЫХ ФИЛЬТРОВ В НАВИГАЦИОННЫХ СИСТЕМАХ 

 
Рассмотрена проблема синтеза стационарных фильтров 

(СФ), т. е. фильтров, матрица коэффициентов усиления ко-

торых постоянна. Показано, что такие фильтры не обеспе-

чивают высокое качество обработки информации на всем 

диапазоне времени до установившегося режима. Оптимиза-

ция СФ при t → ∞ вызывает ухудшение точности обработки 

на начальном периоде; попытка снижения этой погрешности 

сопровождается ростом погрешности в установившемся 

режиме. Предложен ряд критериев выбора коэффициентов 

усиления СФ. Показано, что требуемое качество обработки 

достигается применением двухступенчатых фильтров. 
 

 

Введение 

 

При разработке алгоритмов навигационных систем (НС) наряду с примене-

нием алгоритмов калмановской фильтрации распространение получили стацио-

нарные фильтры (СФ), оптимальные на бесконечном времени. Наиболее значи-

мые результаты в этой области опубликованы в работах И.Б.Челпанова, 

Л.П.Несенюка  и др. [1, 2]. Применительно к линейным стационарным системам 

СФ позволяют реализовать оптимальную обработку информации. Фильтры та-

кого класса привлекают внимание исследователей ввиду предельной простоты 

реализации, поскольку матрица их коэффициентов усиления постоянна 

Kсф = Kopt(∞), 

где Kopt − матрица коэффициентов усиления фильтра Калмана.  

Однако постоянство матрицы Kсф может служить причиной возникновения 

дополнительных переходных процессов, имеющих заметную длительность и 

большие погрешности выработки параметров в переходном режиме. На практи-

ке применения СФ в навигационных системах известны случаи возникновения 

таких переходных процессов, которые практически на длительное время ис-
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ключали возможность использования отдельных навигационных приборов. Рас-

смотрим причины подобных явлений и меры по их предотвращению. При ана-

лизе будем использовать концепцию пространства состояний. Примеры будут 
решены  в среде Mathcad, файлы которого будут обозначаться как xmcd-файлы. 

 

Основные уравнения анализа 

Пусть линейная модель погрешностей системы имеет вид: 

x� = A·x + B·w; z = H·x + v; y = H0·x; x(0) = x0, M[x0] = m0, P0 = cov[x0], (1) 

где х − (n×1)-вектор состояний модели; z − (m×1)-вектор измеряемых сигналов; 

y − (u×1)-вектор выходных переменных; w − вектор входных белых шумов; v − 

вектор белых шумов в канале измерений.  

Матрицы интенсивностей шумов w и v обозначим Q и R соответственно. 

Шумы w и v будем считать независимыми от начальных условий. 

При обработке информации в НС могут использоваться фильтры калманов-

ского типа (ФКТ), в множество которых входят оптимальные (ОФ), редуциро-

ванные (РФ), упрощенные (УФ), стационарные (СФ) и другие фильтры этого 

класса, обобщенное уравнение которых имеет вид [3–6]: 

0)0(];)[( xxxHzKxAx =⋅−+⋅=
���

�
�

t .    (2) 

Здесь x
�

 – (n×1)-вектор оценок состояний; K(t) – (n×m)-матрица коэффициентов 

усиления фильтра, структура и параметры которой определяют тип используе-

мого ФКТ. Для стационарных фильтров  K(t) = K. 

Качество работы фильтра (2) отражает вектор ошибок оценки е  = x – x
�

, ко-

торый с учетом (1) и (2) удовлетворяет уравнению:  

vKwBeHKAe )(])([ tt −+−=� ; M[e(0)] = 0; cov[e(0)] = P(0). (3) 

В общем случае шумы w и v могут быть коррелированными, поэтому, объе-

диняя их в вектор w0 = [w
T 

: v
T
]

T
 с матрицей интенсивностей Q0, уравнение (3) 

запишем: 

e�  = А0(t)·е + В0(t)·w0;  А0(t) = А – K(t)H;  В0(t) = [B : –K(t)].      (4)  

Здесь [ : ] −  блочная матрица-строка. 

Ковариационное уравнение для вектора ошибок оценки (4) имеет вид: 

P� = А0(t)·P(t) + P(t)· А0(t)
T
 + В0(t)·Q0 В0(t)

T
; P(0) = P0; А0(t) = A – K(t)H.   (5) 

Для случая независимости шумов w и v уравнение (5) перепишется 

P�  = А0 (t)·P(t) + P(t)· А0 (t)
T
 + BQB

T
 + K(t)RK

T
(t); P(0) = P0.     (6) 

Для ОФ с матрицей коэффициентов усиления  

    Kopt (t)=P(t)·H
T
 R

–1
       (7) 

ковариационное уравнение (6) преобразуется в уравнение Риккати для ковариа-
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ционной матрицы вектора ошибок оценки ОФ  

*
P� = P

*
(t)A

T 
+ AP

*
(t) + BQB

T
 – P

*
(t)H

T
R

-1
HP

*
(t), P

*
(0)=P0.    (8) 

Здесь P
*
 – ковариационная матрица ошибок оптимальных оценок. 

Матричные дифференциальные уравнения (5), (6) и (8) позволяют сопостав-

лять качество процессов обработки информации при использовании ФКТ и ОФ. 

При таком сопоставлении сравниваются дисперсии ошибок оценки выходных 

переменных ey = H0·e. Эти дисперсии в данном случае − диагональные элемен-

ты ковариационных матриц, полученных линейными преобразованиями матриц  

(5), (6) и (8): 

Ру(t) = Н0·Р(t)·Н0
T
;  )(*

tyP  = Н0·Р
*
(t)·Н0

T
,   (9) 

где Ру(t) и )(*
tyP  – ковариационные матрицы ошибок оценки выходов при ис-

пользовании ФКТ и оптимального фильтра соответственно. 

Отметим, что на результаты анализа будет влиять не только выбранный ва-

риант ФКТ, но и то, какая модель была использована в качестве расчетной при 

формировании алгоритмов. Учет этих факторов осуществляется с использова-

нием теории чувствительности и требует отдельного рассмотрения [7].   

 
Анализ качества стационарного фильтра (СФ) 

 

Выпишем уравнения СФ с произвольными постоянными коэффициентами 

усиления, используя выражения (2)−(9): 

0[ ]; (0) ;= ⋅ + ⋅ − ⋅ =x A x K z H x x x
� � � ��     (10) 

e�  = А0·е + В0·w0; В0 = [B  : –K];  P = cov(e); 

P�  = А0·P(t) + P(t) А0
T
 + В0·Q0·В0

T
; P(0) = P0;  Ру(t) = Н0·Р(t)·Н0

T
. (11) 

Здесь Ру(t) – ковариационная матрица ошибок оценки выходов при использова-

нии ФКТ (10) с произвольной постоянной матрицей K. 

Традиционным подходом к синтезу стационарных фильтров служит исполь-

зование критерия минимума дисперсий ошибок оценки в установившемся ре-

жиме обработки 

Io  = sp P(∞),    (12) 

которому  соответствует выбор матрицы коэффициентов СФ  

Kopt = P
*
(∞)·H

T
·R

–1
,         (13) 

где Р*(∞) – установившееся значение ковариационной матрицы Р*(t)  уравне-

ния Риккати (8)  

P
*
(∞)A

T 
+ AP

*
(∞) + BQB

T
 – P

*
(∞)H

T
R

-1
HP

*
(∞) = 0. 

Опыт практического использования СФ (10) с K = Kopt (13) показывает, что в 

начальный период работы появляются медленно затухающие переходные про-

цессы, в течение которых ошибки обработки могут существенно возрастать. 

Появление таких процессов вызвано как начальными рассогласованиями, так и 
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малостью значений элементов матрицы Kopt (13) и, как следствие, наличием 

собственных чисел матрицы (А – Kopt ·H), близких к мнимой оси. 

Типовой результат сопоставления обработки с применением ОФ с обработ-
кой, оптимальной лишь в установившемся режиме, представлен на рис. 1. 

Сплошная кривая характеризует дисперсию выходной переменной r  при обра-

ботке информации с применением ОФК. Штриховая кривая − дисперсия вы-

ходной переменной (обозначена r1), полученная при использовании СФ (10), 

коэффициенты усиления которого определены алгоритмом (13). Значения дис-

персий  приведены в квадратах условных единиц (у. е.) линейных перемещений, 

по оси абсцисс отложено время в у. е.  
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Рис. 1. Качество обработки с ОФК (r) и СФ (r1)  

 

 

Из отмеченного следует, что при выборе матриц K  в СФ (10) критерия (12) 

недостаточно и он должен быть дополнен составляющими, препятствующими 

появлению указанных негативных переходных процессов. Варианты критериев 

синтеза СФ рассматриваются в следующем разделе. Отметим здесь, что матри-

цы K СФ (10) должны обеспечивать устойчивость как самого СФ, так и кова-

риационного уравнения (11), т. е. собственные числа матрицы А0=А – K·H 

должны находиться в левой полуплоскости комплексной плоскости. 

При таком условии ковариационная матрица P(t) (15) будет иметь устано-

вившееся значение P(∞), удовлетворяющее линейному матричному алгебраиче-

скому уравнению 

А0·P(∞) + P(∞) А0
T
 + В0·Q0 В0

T
 = 0; Ру(∞) = Н0·Р(∞)·Н0

T
.  (14) 

Численно матрица P(∞) может быть получена в одной из систем компьютер-

ной математики, однако, как показано ниже, при синтезе СФ полезно иметь 

аналитическое выражение для P(K)∞ в установившемся режиме, которое может 
быть найдено следующим образом [8, 9]. 

Сформируем систему дифференциальных уравнений в форме Коши, эквива-

лентную ковариационному уравнению (11). Для n-мерных модели и фильтра в 

эту систему достаточно включить nΣ = [n·(n + 1)/2] элементов матрицы P(t), 

учитывая ее симметричность. Осуществляя последовательное формирование 

правой части формы Коши для выбранного варианта перечисления элементов 

матрицы P(t), получаем эквивалентную систему 
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p�  = Ap·р + Вp;    dy = Нp·p,     (15) 

где р – (nΣ × 1)-вектор элементов матрицы P(t); dy – вектор дисперсий выходных 

переменных, размещенных на диагонали матрицы Ру(t) (11). За исключением 

матрицы Нp,  все переменные и матрицы в уравнениях (15) – функции от эле-

ментов матрицы К, например р = f1(К), Ap = f2(К) и т. д. 

Наличие уравнений (15) позволяет определить динамику вторых централь-

ных моментов – элементов матрицы P(t). Эта динамика определяется собствен-

ными числами (с. ч.) матрицы А0 = А – K·H. Известно [8, 9], что в составе nΣ  
с.ч. матрицы Ap, ее n с. ч. – удвоенные с. ч. матрицы А0, остальные 

[n·(n – 1)/2] ее  с. ч. образуются попарными суммами различных собственных 

чисел матрицы А0.  

Таким образом, динамика, например, дисперсий выходных переменных – 

вдвое более быстрая по сравнению с динамикой изменения их математических 

ожиданий. 

Система  (15) устойчива по условию, поэтому может быть сформировано ее 

установившееся решение: 

р(∞) = –(Ap)
–1·Вp; dy(∞) = – Нp·(Ap)

–1·Вp.   (16)  

Формулы на основе (16) будут использованы при синтезе СФ. 

Отметим здесь, что неособенность матрицы Ap в (16) будет обеспечиваться 

лишь при условии полной наблюдаемости исходной системы (1). В противном 

случае из (1) должна быть выделена полностью наблюдаемая часть, и выраже-

ния (16) должны относиться к ней. Ниже это будет показано на примере. 

 

Критерии синтеза СФ 

 

Отметим, что задача синтеза СФ заключается лишь в определении матрицы 

K этого фильтра, поскольку его структура задана выражением (10). 

Рассмотрим критерии поиска K, учитывающие необходимость не только оп-

тимизации установившихся режимов, но и требования минимизации переход-

ных процессов на начальных этапах процесса обработки. Критерии, которые 

могут быть использованы наряду с критерием (12), разделим на группы: 

интегрального типа; 

комбинированные с ограничениями на зоны локализации корней; 

комбинированные с ограничениями на максимальные отклонения выходных 

дисперсий в переходном или установившемся режимах. 

Эти группы могут быть дополнены и другими, но расширение списка клас-

сов критериев вряд ли перспективно, поскольку практическое применение ряда 

критериев, относящихся к разным группам из уже приведенного списка, дает 

аналогичные результаты. Рассматривая случай скалярного выхода, приведем 

критерии синтеза СФ. Обсуждаемые ниже критерии предполагают определение 

матрицы K СФ путем безусловной (при отсутствии ограничений) или условной 

(при наличии ограничений) минимизации. 

1. Наиболее очевидные критерии могут быть сформированы на выбранном 

интервале времени различными функциями разностей дисперсий выходных пе-

ременных, получаемых при использовании СФ (10) и ОФК (2), (7). Например, 

для скалярного выхода один из вариантов такого критерия может иметь вид 
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I1 = ∫ −⋅ρ
1

0

2* ])()([)(
t

yy dttdtdt ,   (17) 

где дисперсии dу  и *
yd  соответствуют матрицам Ру(t) (11) и )(*

tyP   (9). 

При минимизации (17) весовым множителем ρ(t) можно выделить наиболее 

значимые участки развития переходного процесса, увеличивая, например, весо-

вые коэффициенты в зоне максимума дисперсии погрешности и в зоне ее зату-

хания. Интервал интегрирования принципиально должен доходить до затухания 

переходного процесса. Так, для рис. 1 этот интервал должен быть (0, 10). Прак-

тика показала, что минимизация критериев, аналогичных (17), при поиске мат-
рицы К потребует многократного интегрирования ковариационного уравнения 

(11), что может вызвать трудности при реализации такого способа синтеза. 

Модификацией интегрального критерия (17), предъявляющей меньшие тре-

бования к вычислительному процессу, служит  

I1mod = ∫ −⋅ρ
2

0

2* ])()([)(
t

yy dttdtdt , dy(∞) ≤ β,      (18) 

где dy(∞) – дисперсия (20) выходной погрешности в установившемся режиме;  

t2 << t1  – правая граница интервала интегрирования; β – пороговое значение для 

дисперсии выхода в установившемся режиме, выступающее здесь в виде огра-

ничения.  

2. Другая совокупность критериев может быть образована сочетанием кри-

териев (12) в виде выражений (16) для dy(∞) с требованиями ускорения затуха-

ния переходного процесса. Эти требования могут быть выражены в виде зада-

ния областей размещения собственных чисел  матрицы А0 = А – K·H. 

Матрица А0 определяет динамику стационарного фильтра (10), ошибок его 

оценки е(t) и ковариационного уравнения (11). Если оптимизируется устано-

вившийся режим, т. е. используется критерий (12), (16) dy(∞), и в СФ принима-

ется К = Kopt (13), то распределение с.ч. матрицы (А – Kopt·H) неизбежно будет 
включать несколько с.ч., расположенных вблизи мнимой оси. Они определяют 

медленное затухание процесса изменения дисперсии погрешности (см. рис. 1). 

Однако анализ подвижности мест расположения таких с.ч. при варьировании 

значений элементов матрицы Kopt, проведенный для нескольких прикладных 

задач, показал, что вариация значений Kopt довольно слабо влияет на располо-

жение таких с.ч. на комплексной плоскости [10]. Поэтому формирование огра-

ничения  запаса устойчивости к критерию (12) здесь не дает должного эффекта. 

Путем сопоставления нескольких вариантов критериев этой группы можно 

предложить следующее: 

I2  = dy(∞);{min[Re(λ(K))]}≤ α;   (19) 

I3  = {min[Re(λ(K))]}; dy(∞) ≤ β.   (20) 

Здесь {min[Re(λ(K))]} − минимальное вещественное значение среди элементов 

вектора с.ч. λ(K)  матрицы (А – K·H); α и β –  задаваемые при минимизации I2 и 

I3 ограничения. 

При использовании критерия (19) минимизируется дисперсия выходной по-

грешности в установившемся режиме; ограничением служит зона расположения 

собственного числа матрицы А0 = А – K·H, наиболее удаленного от мнимой 

оси. Для критерия (20) эти элементы меняются местами. 
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3. Выберем интервал времени, на котором наблюдаются максимумы дис-

персий ошибок оценки выходов при использовании СФ. Такой интервал может 

составить tm =(1, 4) (см. рис. 1). Максимальное значение дисперсии на интервале 

tm обозначим dmax. Тогда выбор матрицы К  (10) может быть осуществлен ми-

нимизацией следующих критериев: 

I4  = dy(∞);  [dmax] ≤ α1;         (21) 

I5  = dmax; dy(∞) ≤ β1.    (22) 

При использовании критерия (21) минимизируется установившаяся диспер-

сия выходной переменной при ограничении максимального значения этой дис-

персии в переходном процессе на интервале tm. Применение критерия (22) 

предполагает минимизацию максимального значения дисперсии в переходном 

процессе при ограничении  ее значения в установившемся режиме. 

Приведем пример, в котором определим возможности практического приме-

нения критериев (17)–(22) при синтезе СФ. 

 

П  р  и  м  е  р.    Рассмотрим простую задачу выработки линейных перемеще-

ний в несложной комплексной системе. Предположим, что имеются два датчика 

– измеритель скорости линейного перемещения и измеритель непосредственно 

перемещений. 

Пусть погрешность первого датчика ∆v = ∆v1 + ∆v2, M(∆v) = 0, ∆v1 – случай-

ная величина с дисперсией (σ1)
2
; ∆v2 – случайный процесс с корреляционной 

функцией Kv(τ) = (σ2)
2
exp(α2|τ|).  Погрешность измерителя  перемещений ∆h = 

∆h1 + ∆h2 имеет аналогичные характеристики: M(∆h) = 0, ∆h1 – случайная вели-

чина с дисперсией (σ3)
2
;  ∆h2 – случайный процесс с корреляционной функцией 

Kh (τ) = (σ4)
2
exp(α4|τ|).  

Проинтегрируем показания первого датчика и вычтем из выходного сигнала 

интегратора показания датчика перемещений. Полученный разностный сигнал z 

служит входом СФ (10). В канале измерения присутствует случайная помеха в 

виде белого шума v с интенсивностью R, имитирующая влияние электромаг-
нитного поля в зоне размещения измерителей.  Математическая модель сигнала 

z (1) при сделанных предположениях примет  вид: 

1x� = х2  + х3; 2x� = 0; 3x� = – α2х3 + 
2
222 σ⋅α⋅  w1; 

4x� = 0; 5x� = – *α4х5 + 
2
442 σ⋅α⋅  w2. z = х1 – (х4  + х5) + v. 

Здесь xi (i = 1, 2, .., 5) соответствует элементам вектора |∆H ∆v1 ∆v2 ∆h1 ∆h2|
 T

. 

Интенсивности шумов w1, w2, v равны соответственно q1 = 1, q2 = 1, R = 0.01, 

выходная переменная у = х1 = ∆H. Числовые значения параметров модели при-

ведены ниже в элементах ее матриц: 

Анализ модели показал, что она неполностью наблюдаема, причиной чего 

является ненаблюдаемость элемента х4 вектора состояний, в чем нетрудно убе-

диться, анализируя матрицу наблюдаемости.  
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Для модели пятого порядка приведем лишь установившееся значение дис-

персии *
yd (∞) = dyopt(∞) выходной погрешности системы в оптимальном режи-

ме, полученное интегрированием уравнения Риккати (8)  

 
*
yd (∞) = dyopt(∞) ≅0.0173. 

Для последующего анализа, учитывая необходимость использования при 

синтезе СФ выражений (16), выделим наблюдаемую часть рассматриваемой 

модели, устранив из модели пятого порядка составляющую х4. В результате по-

лучим модель (1) четвертого порядка, вектор состояний и матрицы которой 

приведены ниже: 

x� = A·x + B·w;  z = H·x + v;  y = H0·x;  w
Т
 = |w1 w2,|;      (23) 
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Здесь х-(4×1) − вектор состояний с элементами xj (j = 1, ..., 4), которым соответ-
ствуют элементы вектора |∆H ∆v1 ∆v2 ∆h2|

 T
. 

Интегрированием уравнения Риккати (8) для модели (23) получим устано-

вившееся значение дисперсии выхода 
*
yd (∞) = dyopt(∞) ≅ 0.0073 и матрицу оп-

тимальных коэффициентов СФ (13) 

Kopt ≅ |0.72 0.1155 0.1485 0.0067|
Т
.   (24) 

При этом собственные числа матрицы А0opt = (А – Kopt ·H) составляют вектор 

λλλλopt ≅ |–0.369+0.382i  –0.369-0.382i –0.199 –0.016|
Т
. (25) 

Анализ изменчивости значений вектора (25) при одинаковых долевых вариа-

циях элементов матрицы показал, что наибольшее влияние имеют вариации 

первого элемента К0 матрицы К (24), увеличение которого приводит к сдвигу 

влево пары комплексно-сопряженных с. ч. матрицы А0. Остальные собственные 
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числа при этом практически не сдвигаются. Вариации элементов К1 и К2 матри-

цы (24) изменяют лишь мнимые составляющие первых элементов λopt (25). Ва-

риация К3 в (24) практически не оказывает воздействия на элементы λopt.  Эти 

выводы можно проследить, меняя значения элементов матрицы К в первом ин-

терактивном ресурсе автора в рубрике [10]. 

Пример корневого годографа для двух матриц К приведен на рис. 2 (верхняя 

часть) в виде копии фрагментов Mathcad-файла (xmcd-файла). Матрица Кс со-

ответствует матрице (24), собственные числа (25) выведены в матрице λ1 и изо-

бражены на левом графике ромбами. Варьированная матрица коэффициентов 

СФ обозначена на рисунке kc, ей соответствуют собственные числа λ2 и обо-

значения треугольниками на левом графике верхней части рисунка. Слева внизу 

приведены кривые изменения дисперсии выходной переменной для ОФК 

(сплошная кривая), СФ с Кс = Kopt (пунктир) и СФ с матрицей kc (штриховая).  

Из рисунка следует, что сдвиг зоны локализации с. ч. матрицы А0 влево по-

зволяет уменьшить начальный рост дисперсии выходной переменной. Этот 
факт будет использован далее при формировании требований к СФ. 
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Рис. 2. Влияние элементов К на с. ч.  А0 и динамику выходной дисперсии 

 

 

 

Для критериев (18)–(22) при синтезе СФ целесообразно получить аналитиче-

ское выражение для дисперсии выходной переменной в установившемся режи-

ме dy(К) (16). Осуществляя соответствующие преобразования по переходу к эк-

вивалентной форме Коши, получаем систему дифференциальных уравнений для 
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центральных моментов второго порядка  (15). Для данного случая система име-

ет (10×1)-вектор состояний р, матрицы Ap(К)-(10×10), Вp(К)-(10×1) и (1×10)-

матрицу Нp, первый элемент которой − единица, остальные – нули. Выражение 

для dy(К) (16) получено символьными преобразованиями в Mathcad без затруд-

нений, однако из-за громоздкости выкладок иллюстрировать этот этап здесь не 

представляется возможным. В дальнейшем при использовании выражения dy(К) 

в xmcd-файлах оно будет обозначаться f(К).  

На рис. 3–5 показаны свойства критериев (18)–(22) при определении матри-

цы коэффициентов усиления К СФ.  

Полученные в результате минимизации критериев матрицы обозначены в 

xmcd-файлах К0; сплошные кривые на графиках, как и ранее, соответствуют 

оптимальной обработке (ОФ), пунктирные – СФ с К = Kopt (24), штриховые –  

СФ с К = K0.  Матрица К находится при интегральном критерии (18) с ограни-

чением на установившееся значение дисперсии выхода dy(К). В данном случае 

ограничение задано значением 0.01, что дает резкое снижение начального мак-

симума, однако установившееся значение равно  0.01.  

 

Z K( )

i

ri d K( ) i−( )2∑:=

  

K 3 Kc⋅:= Given
K Kc≥ f K( ) 0.01<

K0 minimize Z K,( ):= f K0( ) 0.01=

K0
T

1.68789 0.11548 0.14849 0.00666( )=
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Рис. 3. Результаты использования критерия (18) 

 

 

Использование ограничений в критериях, конечно, ухудшает качество СФ в 

установившемся режиме. При более жестком ограничении на dy(∞) будет расти 

максимум dy(t). Так, при ограничении f(К)<0.008 максимум dy(t) достигает 0.06. 

Результат применения критериев (17) и (18) подтвердил проблемность их прак-

тического использования, отмеченную выше. Необходимость при поиске К 

многократно интегрировать ковариационное уравнение (11) быстро исчерпыва-

ет лимиты памяти компьютера, и процесс может не дойти до завершения. 

Значительно более просты критерии (19)–(22), не связанные с интегрирова-

нием ковариационных уравнений. Критерии (19) и (20) дают практически сов-

падающие между собой результаты. На рис. 4 приведены результаты примене-

ния критерия (20), причем на конечную дисперсию налагается довольно жест-
кое ограничение f(К) < 0.008. Это приводит, как отмечалось, к хорошему каче-

ству в установившемся режиме, но увеличивает начальный максимум диспер-

сии до ~0.06.  

Другую группу составляют критерии (21) и (22), в которых в противоречие 
входят дисперсия выхода в установившемся режиме и значение максимума.  
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На рис. 5 показано использование критерия (21) при поиске матрицы К СФ. 

В данном случае минимизируется dy(∞) (обозначенная в xmcd-файле f(К)) при 

ограничении максимального значения  dy(t) величиной 0.04. Как следует из ре-

зультата (см. рисунок), ограничение реализуется, однако это достигается за счет 
ухудшения точности в установившемся режиме. Так, при полученной матрице 

К = К0 установившееся значение дисперсии dy(∞) = f(К0) = 0.01. 
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Рис. 4. Результаты применения критерия (20) 

 

 

Применение критерия (22) при ограничении f(К) < 0.01 дает аналогичный ре-

зультат, т. е. максимальное значение  dy(t) также равно 0.04. 
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Рис. 5. Результаты применения критерия (21) 

 

 

Обобщая полученные для различных критериев результаты, можно сделать 

вывод, что обеспечение высокого качества процессов обработки на всем вре-

менном интервале с использованием константной матрицы К стационарного 

фильтра практически невозможно. Так, повышение требований к качеству об-

работки в установившемся режиме вызывает рост погрешностей на начальном 

этапе, и наоборот. В то же время возможен компромисс, если в НС допускаются 

установившиеся погрешности, превышающие соответствующие оптимальные. 

Однако проблема может быть сравнительно легко решена при использовании, 

например, двухступенчатой матрицы К. В этом случае фильтр уже не может 

быть назван стационарным, поскольку тогда к этому классу субоптимальных 

фильтров следовало бы отнести и фильтры, матрицы коэффициентов усилений 
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которых хранились бы в памяти бортовых компьютеров в аппроксимированном 

виде (ступенчатая, кусочно-линейная, функциональная аппроксимации).    

Назовем субоптимальный фильтр (10) с двухступенчатой матрицей К двух-

ступенчатым фильтром (ДФ). Применительно к таким фильтрам описанное вы-

ше может быть использовано для поиска первой ступени матрицы К, т. е. мат-
рицы К1. В качестве второй ступени К2  выбирается Kopt (13). При этом про-

блема снижения пиков погрешности на начальном этапе обработки может быть 

решена варьированием момента времени переключения К1 на К2. Этот момент 

можно найти, решая экстремальную задачу, но еще проще − путем моделирова-

ния. Проиллюстрируем эти возможности на примере рассмотренной выше мо-

дели. 

На рис. 6 приведены результаты анализа ДФ, матрица К1 которого получена 

с использованием критерия (21) и приведена на рис. 5 

K1 = |1.573 0.115 0.363 0.008|
Т
. 

В качестве второй ступени используется оптимальная в установившемся ре-

жиме матрица (24) 

K2 = Kopt = |0.72 0.1155 0.1485 0.0067|
Т
. 
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Рис. 6. Качество двухступенчатого фильтра 

 

Результаты (см. рис. 6) получены для трех моментов переключения с K1 на 

K2. Из графиков следует, что переключение сопровождается некоторым увели-

чением выходной дисперсии, максимум которого снижается при более позднем 

переключении. Этот процесс будет, конечно, улучшаться при линейном или 

экспоненциальном переходе от одной ступени к другой. 

Влияние времени переключения ступеней такого фильтра в рамках рассмот-
ренного примера можно проследить в интерактивном ресурсе автора (второй 

ресурс рубрики [10]).  

 

Заключение 

Рассмотрен математический аппарат и ряд критериев синтеза стационарных 

фильтров. Из представленного материала следует, что такой фильтр не может 

обеспечить высокое качество обработки информации на всем диапазоне от на-

чального момента времени до установившегося режима. Требование оптималь-

ности СФ при t → ∞ вызывает неприемлемое ухудшение точности обработки на 

начальном периоде. При этом любая попытка снизить начальный пик погреш-
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ности приводит к снижению точности в установившемся режиме. Это сокраща-

ет область практического использования СФ и делает необходимым ковариаци-

онный анализ переходных процессов для любого варианта СФ, предлагаемого к 

практическому применению. 

Проблема намного проще решается путем применения двухступенчатых 

фильтров. Предложенные выше критерии могут быть использованы при выборе 

первой ступени матрицы коэффициентов усиления двухступенчатого фильтра. 

Материал подготовлен при поддержке АВЦП  

«Развитие научного потенциала высшей школы», грант № 2.1.2/5534. 
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Abstract. The paper considers synthesis of stationary filters, i.e., the filters with constant gain 

matrix. These filters are shown to be unable to provide high quality of data process-

ing over the total time interval up to the steady-state mode. SF optimization at t → 

∞ degrades the processing quality in the initial period; when reduced, this error 

causes the growth of steady-state error. We propose a number of criteria for select-

ing SF gain factors. The required processing quality is reached by using two-stage 

filters. 
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