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ОСОБЕННОСТИ ИДЕНТИФИКАЦИИ ПАРАМЕТРОВ 

ЛИНЕЙНОЙ МОДЕЛИ БОКОВОГО ДВИЖЕНИЯ СУДНА 

 
В статье рассматриваются вопросы о наилучшем вари-

анте применения метода наименьших квадратов (МНК) для 

идентификации линейной модели бокового движения судна. 

Исследуется зависимость качества идентификации от спо-

соба постановки эксперимента. Сравниваются различные 

реализации МНК, представленные в пакете MATLAB. 

 

Введение 

В настоящее время известны различные подходы к экспериментальному 

оцениванию параметров линейных моделей движения морских судов. Некото-

рые из них представлены в работах [1, 2]. Достоинства и недостатки этих мето-

дов подробно проанализированы в статье [3]. И трудно отдать предпочтение 

какому-либо одному подходу как универсальному инструменту, который мож-

но использовать в любой ситуации. Один из возможных способов преодоления 

трудностей,  возникающих при идентификации, представлен в статье [3].  

Данная работа посвящена анализу применимости метода наименьших 

квадратов (МНК) к оцениванию параметров линейных моделей динамики су-

дов. Этот метод широко применяется на практике. Однако известно, что его 

существенными недостатками являются неустойчивость оценок параметров, а 

также зачастую плохая обусловленность ковариационной матрицы, обращение 

которой может привести к значительным ошибкам в оценивании.  

                                                      
    Сотникова Маргарита Викторовна. Кандидат физико-математических наук,  старший препода-

ватель Санкт-Петербургского государственного университета. 
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Целью работы является исследование качества идентификации с использо-

ванием МНК в зависимости от способа постановки эксперимента, а именно от 

выбора входного сигнала и от скорости хода судна. Кроме того, сравниваются 

различные варианты конкретной реализации МНК на базе методов идентифика-

ции, представленных в среде MATLAB.  

В рамках принятого подхода не учитываются внешние воздействия и по-

грешности в измерениях. В связи с этим полученные результаты следует трак-

товать как идеальное приближение, которое далее может быть уточнено путем 

оценивания спектральных характеристик внешних воздействий и шумов. 

Полученные в результате идентификации линейные модели могут быть ис-

пользованы при формировании управления с многоцелевой структурой обрат-

ной связи [4], в частности – при синтезе динамических фильтров морского вол-

нения [5]. 

Вычислительные эксперименты проведены на примере транспортного суд-

на водоизмещением около 4000 т при действии ветро-волновых возмущений. 

Компьютерное моделирование процессов управления судном для получения 

экспериментальных данных выполнено в среде MATLAB –Simulink. 

 

Идентификация с использованием метода наименьших квадратов 

Метод наименьших квадратов обычно применяется для оценивания пара-

метров динамических объектов, трактуемых как цифровые фильтры. В наиболее 

общем случае принято рассматривать ARMAX фильтры вида 
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где ]}[{ nuu =  – входной сигнал, ]}[{ nyy =  – выходной сигнал, N  и M  – апри-

орно заданные целые числа, ]}[{ nψψ =  – внешнее возмущение, n= N+1, N+2,…. 

Объединим неизвестные коэффициенты фильтра в вектор-столбец  
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а результаты измерений входного и выходного сигнала – в вектор-строку 

 ]).[]1[...]1[][][]1[...]2[]1[(][ MnuMnununuNnyNnynynyn −+−−−−+−−−−−−=c  

Теперь уравнение ARMAX фильтра (1) может быть представлено в виде 

 ][][][ nnny ψ+= xc ,  

причем вектор-строка c  именуется регрессионным вектором или регрессором 

по отношению к вектору параметров x . Пусть известны результаты экспери-

ментов, представленные парами в виде матрицы 
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Каждая пара ( )][],[ iuiy  представляет измеренный сигнал на выходе и вы-

звавший его управляющий сигнал на входе на такте i  соответственно, L  – чис-

ло записей в наборе данных. Запишем выражение для ошибки предсказания: 

( ) ][
~

][, nynynε −=x , 

где ][ny  – измеренное значение выходного сигнала, ][~ ny  – его оценка, вычис-

ляемая по формуле xc ][][~ nny = . Поставим вопрос об оптимальном выборе век-

тора x . Рассмотрим функционал, характеризующий качество идентификации: 
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В соответствии с идеологией МНК [4−6], вектор параметров x̂ , обеспечи-

вающий минимум функционала (2), вычисляется по формуле  
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Из формулы (3) видно, что для получения оценки МНК необходимо обраще-

ние ковариационной матрицы )(LΦ . Если эта матрица плохо обусловлена, то ее 

обращение может привести к значительным ошибкам оценивания вектора x . 

Отметим, что свойства оценки x̂  существенно зависят от выбора входного сиг-

нала. Очевидно, что его следует выбирать так, чтобы оценки параметров были 

несмещенными, а их дисперсии − минимальными. Кроме того, входной сигнал 

должен обеспечивать необходимую степень воздействия на объект для того, 

чтобы данные эксперимента были достаточно информативными [6, 7]. 

На практике для поиска наилучшей оценки вектора параметров применяют 

различные модификации формулы (3). В частности, используются  

QR-разложение, градиентные методы для минимизации функционала (2), мо-

дификации в вычислении ошибки предсказания. Кроме того, различные вариан-

ты метода МНК для идентификации используют представление модели объекта 

в пространстве состояний, например, метод подпространств [4].  

В данной работе рассматривается вопрос о наилучшем применении МНК 

для идентификации модели бокового движения судна. При этом в качестве кон-

кретных вариантов МНК рассматриваются два метода arx и pem, реализован-

ные в пакете System Identification Toolbox среды MATLAB. Метод arx исполь-

зует представление модели объекта в форме ARMAX фильтра (1) и  
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QR-разложение для поиска оптимального решения переопределенной системы 

линейных уравнений. Метод pem базируется на представлении модели объекта 

в форме пространства состояний и использует градиентный метод Гаусса − 

Ньютона для минимизации функционала ошибки предсказания.  
 

Идентификация линейной модели бокового движения судна  

Рассмотрим задачу идентификации линейной модели бокового движения 

на примере транспортного судна водоизмещением 4000 т, основные характери-

стики и нелинейные уравнения которого приведены в монографии [8].  

Линейная математическая модель бокового движения судна представляется 

системой дифференциальных уравнений третьего порядка:  
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Здесь V  – скорость движения судна относительно воды, yV  – боковая состав-

ляющая скорости, xω  – угловая скорость рыскания, ϕ  – угол курса, vδ  – угол 

перекладки вертикальных рулей. Модель (4) содержит 6 коэффициентов, кото-

рые требуется оценить в процессе идентификации. Оценки этих коэффициентов 

могут быть получены в результате идентификации модели (4), представленной 

в форме пространства состояний, с помощью стандартного метода pem. 

Построим ARMAX модель движения судна, соответствующую модели (4). 

Будем считать, что измеряются: боковая скорость )(tVy , курсовой угол )(tϕ  и 

отклонения вертикальных рулей )(tvδ  в процессе движения реального нелиней-

ного объекта. Найдем передаточные функции от входа vδ  к выходным пере-

менным ϕ  и yV . Применяя преобразование Лапласа, получим: 
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Предположим теперь, что в результате идентификации получены оценки 

коэффициентов *

2

*

12121 ,,,,, ppqqpp  передаточных функций ( )sF1  и ( )sF2 . То-

гда, с учетом (6), нетрудно показать, что соответствующие им значения коэф-

фициентов 311133311311 ,,,,, bbaaaa  модели (4) вычисляются по формулам: 
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Таким образом, в дальнейшем будем рассматривать задачу оценивания ко-

эффициентов передаточных функций (5). Отметим, что для идентификации всех 

шести коэффициентов модели (4) недостаточно измерять только курс ϕ . Для 

этого необходимо либо считать некоторые параметры известными в результате 

построения грубой модели по основным размерениям судна, либо дополнитель-

но измерять боковую скорость )(tVy .  

Преобразуем модели (5) к дискретной форме, используя метод экстраполя-

ции нулевого порядка. В результате получим модели в форме ARMAX фильтра: 
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Здесь ii ba
~

,~ , ii ba ,  – неизвестные коэффициенты, которые требуется оценить в 

процессе идентификации. Отметим, что параметры фильтра равны 3== MN  и 

количество слагаемых в уравнениях (8) определяется передаточными функция-

ми (5). Будем полагать, что идентификация выполняется по имеющимся данным 

эксперимента 

 ( ) ( ) ( ){ })(,,),...,1(),1(,1 LVLLVZ yvyv

L ϕδϕδ=ϕ , (9) 

где ( )ivδ  – перекладка вертикальных рулей, ( )iϕ  и ( )iVy  – измеренные значения 

курса и боковой скорости на i -м такте дискретного времени. Для идентифика-

ции коэффициентов ARMAX-моделей (8) по данным (9) будем использовать 

метод arx. Коэффициенты * *

1 2 1 2 1 2, , , , ,p p q q p p  моделей (5) могут быть получе-

ны путем преобразования идентифицированных моделей (8) к непрерывной 

форме. При этом оценки коэффициентов 311133311311
ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ,ˆ bbaaaa  модели (4) вы-

числяются по формулам (7). Для сравнения результатов будем также выполнять 

идентификацию с помощью метода pem, базирующегося на представлении мо-

дели в пространстве состояний (4).  

Для получения экспериментальных данных будем использовать следующие 

сигналы при средней и низкой скоростях хода в течение 1000 с и при маневрах 

в пределах +5°:  

1) ступенчатое периодическое управление рулями, обеспечивающее их пере-

кладку (step); 
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2) случайный бинарный сигнал, обеспечивающий перекладку вертикальных 

рулей (rbs); 

3) случайный бинарный командный сигнал по курсу, обеспечивающий манев-

рирование по курсу (rbs_course).  

Для идентификации модели (4) данные измерений записываются с перио-

дичностью в 0,05 с. При этом для вычисления оценок коэффициентов исполь-

зуются данные измерений на временнóм интервале длиной в 1000 с. 

Для оценки качества идентификации будем сравнивать ее результат с коэф-

фициентами линейной модели, полученной линеаризацией нелинейной систе-

мы, считая их истинными. В табл. 1 сведены результаты идентификации при 

скорости хода 5=V м/c и трех различных вариантах выбора входного сигнала 

двумя вариантами идентификации с использованием методов arx и pem. В таб-

лице указан процент расхождения между истинным значением коэффициента и 

значением, полученным в результате идентификации. 
 

Т а б л и ц а   1 

 

Step Rbs Rbs_course Коэффици-

ент Arx Pem Arx Pem Arx Pem 

11a  1,2 0,9 21,7 1,6 15,4 16,8 

13a  71,8 0,3 52,1 3,6 75,5 5,0 

31a  36,2 3,1 18,4 2,9 64,5 13,7 

33a  4,9 3,0 2,8 0,6 16,8 13,0 

11b  4,3 4,8 3,2 2,6 0,2 10,1 

31b  0,8 1,0 0,6 1,0 2,7 3,8 

 

Как видно из таблицы, результаты идентификации методом pem значитель-

но лучше по сравнению с методом arx при любом выборе входного сигнала. 

Эта особенность связана с различными вычислительными алгоритмами, реали-

зуемыми методами pem и arx. Кроме того, в качестве управляющего сигнала 

следует выбирать ступенчатый периодический или случайный бинарный сиг-

нал. При этом максимальная ошибка восстановления не превышает 5%. Если же 

идентификация осуществляется в контуре обратной связи с использованием ко-

мандного случайного бинарного сигнала по курсу, то ошибки оценивания су-

щественно возрастают.  

В качестве примера на рисунке приведены данные эксперимента на отрезке 

времени 500−800 с при использовании случайного бинарного сигнала для 

управления вертикальными рулями. Ниже приведены соответствующие экспе-

рименту оценки коэффициентов и их истинные значения: 

004,0ˆ047,0ˆ368,0ˆ002,0ˆ362,3ˆ049,0ˆ
311133311311 =−=−=−=−=−= b,  b,  a,   a,  a,   a ;

004,0049,0358,0002,0351,3048,0 311133311311 =−=−=−=−=−= ,  b,   b,   a,  a,   aa . 
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Данные эксперимента при использовании случайного бинарного сигнала 

для управления вертикальными рулями и скорости хода V = 5 м/c 

 

Результаты идентификации для тех же вариантов входных сигналов, но при 

скорости хода 10=V  м/с сведены в табл. 2.  

Т а б л и ц а   2 

 

Step Rbs Rbs_course Коэффици-

ент Arx Pem Arx Pem Arx Pem 

11a  21.4 3.2 35.2 1.6 64.2 13.2 

13a  62.3 2.9 85.7 3.7 134.3 42.2 

31a  23.6 3.8 42.5 2.3 121.1 72.3 

33a  3.5 4.3 5.5 3.7 23.5 49.6 

11b  8.5 6.4 9.2 3.4 10.1 16.7 

31b  1.1 2.2 0.9 3.5 2.8 41.9 

 

Как видно из таблицы, лучшие оценки коэффициентов обеспечиваются при 

выборе ступенчатого или случайного бинарного сигнала и метода pem. При 

этом точность оценивания незначительно ухудшается по сравнению с результа-

тами для скорости хода 5=V  м/с, приведенными в табл. 1. Однако дальнейшее 

увеличение скорости хода уже приводит к существенному росту ошибок оцени-

вания, что связано с постепенным возрастанием влияния крена на динамику бо-

кового движения.   

Важно отметить, что ввиду известных зависимостей коэффициентов линей-

ной модели (4) от скорости, идентифицировать коэффициенты следует при той 

скорости хода, на которой они оцениваются наилучшим образом. В данном 

случае идентификацию лучше выполнять для скорости хода 5=V  м/с.   

Следует отметить, что аналогичный подход может быть использован для 

оценивания коэффициентов линейной модели движения судна по крену и пол-

ной линейной модели пятого порядка бокового движения судна. 
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Заключение 

На основании исследований показано, что наилучшие результаты при вос-

становлении шести коэффициентов линейной модели бокового движения полу-

чаются при выборе ступенчатого или случайного бинарного сигнала для управ-

ления вертикальными рулями, скорости хода V = 5 м/с и метода идентификации 

pem. При этом коэффициенты линейной модели восстанавливаются с ошибкой 

не более 5%. 
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Abstract. The problem of the identification of the linear model (4) by means of least squares 

method is considered. The goal of the research is to investigate the quality of the 

identification in relation with the experiment design that is the selection of the input 

signal and the velocity of the ship. Two realizations of the least squares method, 

which are presented in the MATLAB environment, are compared. 
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