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ВАРИАЦИЯ АЛЛАНА КАК ОЦЕНКА ПОГРЕШНОСТИ ИЗМЕРЕНИЯ 
 

 

Рассмотрена вариация Аллана – современная характери-

стика рассеивания данных, которая получает все более ши-

рокое распространение на практике, в том числе при оцени-

вании характеристик навигационной аппаратуры. Для ее 

анализа и сопоставления с другими оценками изложена об-

щая схема оценивания погрешностей измерений. Проведено 

сопоставление вариации Аллана с классической выборочной 

дисперсией на основе теории статистических решений. Для 

формального описания вариации Аллана и других характери-

стик погрешностей предложено использовать аппарат 

функциональных гильбертовых пространств с воспроизво-

дящими ядрами. 
 

Введение 
 

Повышение требований к качеству прецизионных устройств и необходи-

мость их контроля обусловливает практические потребности в расширении но-

менклатуры характеристик погрешностей. Традиционно используемые оценки 

погрешностей – дисперсия и среднее квадратическое отклонение – недостаточ-

но полно отражают их свойства. Поэтому актуальны использование характери-

стик, более полно отражающих свойства погрешностей, и развитие методов их 

оценивания на основе априорной информации и экспериментальных данных. 

Одной из наиболее перспективных характеристик точности является вариация 

Аллана (Allan Variance) [1].  

Первоначально вариация Аллана была введена как альтернативная оценка 

дисперсии в области прецизионных измерений времени и частоты [1–3], где она 

является общепринятой; вскоре ее распространили и на другие виды прецизи-

онной аппаратуры, в том числе измерительной [4–5] и навигационной [6–7]. 

Для дискретной случайной последовательности xk, k = 1...n  вариация Аллана 

определяется следующим образом: 
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Для непрерывного случайного процесса x (t ), t ∈ [0, T] выбирают интервал τ 
(время осреднения) и определяют xk как среднее значение процесса x(t) на ин-

тервале (τk–τ, τk), k = 1...n ; затем вычисляют соответствующую вариацию Ал-

лана σa(τ)  согласно (1). 
Применение вариации Аллана оказывается полезным при обработке данных 

и уточнении моделей погрешностей для многих прецизионных устройств, пре-

жде всего  в тех случаях, когда классические спектральные методы непримени-

мы (при наличии существенных нестационарных шумов, белых или 1/f-шумов). 

Поэтому в настоящее время вариация Аллана включена в перечень нормируе-

мых характеристик акселерометров, гироскопов и микромеханических уст-

ройств; например, это реализовано в стандартах IEEE Std 647–1995, IEEE Std 

952–1997, IEEE Std 1554–2005 [8–10].  
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Значимость вариации Аллана для области навигационного приборостроения 

обусловлена тем, что методики на ее основе позволяют изучать поведение чув-

ствительных элементов навигационных систем на длительных интервалах вре-

мени в целях оценивания погрешностей выработки навигационных параметров. 

Прежде всего такие методики дают возможность уточнить модели ухода гиро-

скопов, что наиболее актуально в связи с длительными интервалами времени 

между коррекциями навигационных систем.  

В частности, можно использовать разложение полученной вариации Аллана 

σa(τ) по типовым функциям, что позволит выявить основные составляющие по-

грешностей и их источники, а также оценить их вклад в суммарную погреш-

ность. 

В то же время при практическом применении вариации Аллана выявляются 

и некоторые ограничения. В частности, для стационарных процессов имеется 

выражение σa(τ) через спектральную плотность [5, 10]; однако, как отмечено в 
[7], это не является взаимно-однозначным соответствием. При этом, разумеется, 

область практического применения вариации Аллана гораздо шире, поскольку 

она применима и для нестационарных моделей шумов. 

С другой стороны, при идентификации структуры шумов на основе разложе-

ния вариации Аллана по типовым функциям (согласно [9, 10]) нередко возни-

кают существенные погрешности, что снижает адекватность получаемых моде-

лей.  

Одна из причин затруднений при использовании вариации Аллана связана с 

отсутствием ее формального обоснования и физической интерпретации – так, 

как это принято для классических оценок погрешностей. Поэтому можно выде-

лить несколько первоочередных направлений исследований вариации Аллана: 

• построение содержательной интерпретации вариации Аллана как оценки по-

грешности, включая формальное выделение оцениваемой характеристики; 

• сопоставление вариации Аллана с другими характеристиками погрешностей 

(или неопределенностей), прежде всего – с дисперсией. 

Исследования в указанных направлениях актуальны как для развития теории 

точности измерительных и навигационных устройств, так и для решения ряда 

практических задач, например при обработке измерительной информации в хо-

де испытаний и использования микромеханических гироскопов и инерциальных 

навигационных систем (ИНС). Кроме того, сопоставление различных оценок 

погрешностей (неопределенностей) актуально для выявления целесообразных 

областей использования каждой из оценок, а также для выяснения возможно-

стей их совместного использования.  

В данной статье изложены результаты исследований в указанных направле-

ниях. При этом основой для анализа и сопоставления различных оценок по-

грешностей является общая схема формирования и обоснования оценок по-

грешностей [11, 12], которая кратко излагается далее. Поскольку наиболее рас-

пространенной на практике является классическая выборочная дисперсия, то 

вариация Аллана как перспективный показатель погрешности сопоставляется 

прежде всего с дисперсией. 

Общая схема формирования оценок погрешностей 

Методы оценивания погрешностей (неопределенностей) измерений направ-

лены на нахождение основных характеристик погрешностей, которые опреде-

ляют как параметры рассеивания в рамках принятых моделей погрешностей. 
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Процедура оценивания погрешности измерения [11, 12] содержит ряд этапов 

(см. рисунок): 

1) формирование математической модели погрешности, например, в виде 

случайной величины или функции, а также нечеткого множества или интер-

вальной функции; 

2) определение характеристики погрешности как параметра рассеивания в 

рамках принятой модели погрешности; 

3) выбор оценки указанного параметра (характеристики), которая может 

быть вычислена по имеющимся экспериментальным данным; 

4) вычисление оценки характеристики согласно принятым формулам. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Общая схема оценивания погрешности 

 
Таким образом, возможно широкое разнообразие вариантов оценок погреш-

ностей, что обусловлено выбором различных моделей погрешностей, а в рам-

ках определенных моделей – возможностью определения разных параметров 

рассеивания, и далее – разнообразных оценок для них. 

Классический (традиционный) вариант схемы реализуется следующим обра-

зом: 

модель погрешности – случайная величина ξ (чаще всего с гауссовским рас-

пределением); 

характеристика погрешности – дисперсия σ2  величины ξ; 

оценка характеристики – выборочная дисперсия, которая вычисляется по 

набору данных  x1, …, xn согласно формуле 
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Такой вариант оценивания погрешностей наиболее часто применяется на 

практике. Однако свойства реальных данных нередко приводят к необходимо-

сти использовать различные нетрадиционные варианты схемы; при этом ее 

расширение может проводиться на всех перечисленных выше этапах.  

При сохранении классической модели погрешности – случайной величины − 
и традиционной характеристики – дисперсии − можно использовать различ-
ные оценки, отличающиеся от (2). Наиболее распространенными являются 

оценки на основе медиан, абсолютных отклонений и размахов выборки [11]. 

Далее, при сохранении модели погрешности – случайной величины − мож-
но использовать неклассические характеристики, отличные от дисперсии; 

наиболее важными являются медианный параметр масштаба и среднее абсо-

лютное отклонение [11].  

Расширяя вероятностную модель погрешности с учетом ее изменений во 

времени, переходят к модели случайной последовательности или функции и 

вводят функциональные характеристики рассеивания – корреляционные функ-
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ции R (s, t). Методы их оценивания наиболее развиты для стационарных про-

цессов. В то же время для случайных процессов возможны и другие характери-

стики и оценки погрешностей, отражающие их изменения во времени. Именно к 

ним и относится вариация Аллана [1], которая является основным предметом 

исследований данной статьи.  

Первоначально вариация Аллана была введена как эмпирическая (альтерна-
тивная) оценка дисперсии [1, 5], имеющая дополнительные свойства. Поэтому 

ее можно сопоставлять с выборочной дисперсией на основе статистического 

подхода. С другой стороны, для эффективного применения вариации Аллана и 
исследования ее свойств целесообразно для нее сформировать полную схему 

оценивания – выявить исходную модель погрешности и определить формаль-

ный параметр рассеивания, для которого вариация Аллана является естествен-

ной оценкой.  

Эти два направления и отражены далее. Прежде всего для сопоставления ва-

риации Аллана с выборочной дисперсией используется статистический аппарат 

проверки гипотез [13]. С другой стороны, развивается функциональный подход 

к формализации вариации Аллана [14] на основе гильбертовых пространств с 

воспроизводящими ядрами [15]. 

Сопоставление вариации Аллана с классической дисперсией:  

статистический подход 

Статистический подход к сопоставлению вариации Аллана 2
aσ  (1) с класси-

ческой выборочной дисперсией S2  (2) основан на аппарате проверки статисти-

ческих гипотез. Отношение этих двух оценок рассеивания используется в кри-

терии Аббе [13], который обычно применяют для проверки гипотезы об отсут-

ствии систематического сдвига в последовательности результатов наблюдений  

x1, ...,  xn . В частности, это используется при исследовании стабильности уст-

ройств и выявлении дрейфа показаний приборов. 

Критерий Аббе проверяет нулевую гипотезу о постоянном среднем набора 

данных: 

H0: M хk  = c,           k=1…n,  (3) 

против альтернативы наличия систематического (монотонного) сдвига дан-

ных: 

 H1:  M хk+1  = M хk  + h,      k=1…n–1. (4) 

Критерий Аббе основан на отношении двух оценок рассеивания r : 

r = σσσσ2
a / S

2  
. (5) 

Свойства отношения r анализируют при нулевой гипотезе Но, вводя допол-

нительно предположение о гауссовском распределении выборки. Первые мо-

менты (математическое ожидание и дисперсия) отношения r имеют вид [13]: 

M { r } = 1,   D { r } ≅≅≅≅ (n+2)–1 

(c точностью до малых более высокого порядка). 

При проверке гипотезы H0  критическая область имеет вид  

 R(αααα) = { r < rmin(n, αααα) }, (6) 
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т.е. значимыми являются малые значения r; в этом случае считают, что в вы-

борке присутствует систематический сдвиг.  

Преобразованная статистика 

U = (r–1) [(n2–1) / (n–2)]1/2 

имеет асимптотически гауссовское распределение; это позволяет находить для 

n > 60  критические значения rmin(n, αααα) по формуле  

                  rmin(n, αααα) = 1 + zαααα / [n+ (1+ zαααα
2)/2]1/2,  (7) 

где zα – квантиль стандартного гауссовского распределения порядка α.  
Критерий Аббе можно также использовать для обнаружения некоррелиро-

ванных случайных сдвигов; при этом нулевую гипотезу проверяют против аль-

тернативы: 

 H2:  хk+1  =  хk  + zk , (8) 

где zk  – некоррелированная (инновационная) последовательность c дисперсией  

Dzk = σ0
2. 

Анализ свойств отношения r при различных моделях данных (H0, H1 и H2) 

позволяет выявить области применимости двух оценок. В частности, вариация 

Аллана является наилучшей оценкой инновационного параметра рассеивания 

σ0
2 при гипотезе H2 о наличии случайных сдвигов; в то же время, выборочная 

дисперсия является наилучшей оценкой дисперсии σ2 при нулевой гипотезе Н0. 

Формализация вариации Аллана: функциональный подход  

Функциональный подход основан на представлениях набора данных (как 

реализации случайного процесса на множестве Т) с помощью функциональной 

модели – гильбертова пространства с воспроизводящим ядром R (s, t), опреде-

ляемым корреляционной функцией случайного процесса [15, 16]. 

При этом исходным является гильбертово пространство [17] случайных ве-

личин H(x), порожденное случайным процессом x(t), t ∈T (с конечной диспер-

сией и Мx(t) = 0); в этом пространстве скалярное произведение определяется 

как ковариация величин: 

  (h1 , h2 )Н = ),( 21 hhM            h1 , h2 ∈ H (x). (9) 

Если случайный процесс x(t), t ∈T, имеет корреляционную функцию R (s, t), 

s, t ∈T,  то на основе этой функции можно определить функциональное гиль-

бертово пространство H (R) c воспроизводящим ядром R (s, t), s, t ∈T. Указан-

ное пространство состоит из функций f (t), t ∈T и определяется условиями: 

1) все функции вида Rt (s) = R (s, t),  s ∈ Т, получаемые при фиксации в кор-

реляционной функции одного аргумента t, принадлежат пространству H (R); 

2) при скалярном умножении произвольной функции f ∈ H (R) на функцию 

вида Rt = R (·, t) в пространстве H (R) получается ее значение в точке t : 

(f,  Rt )R = f (t),  (10) 

т.е. функция Rt = R (·, t)  определяет в H(R) линейный непрерывный функцио-

нал, задающий значение функции в точке t. 

Значимость функционального пространства H(R) для решения прикладных 

задач, и в частности для анализа погрешностей, обусловлена тем, что это про-
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странство изоморфно исходному пространству случайных величин H(x), поро-

жденному случайным процессом {x(t), t∈T} с корреляционной функцией R (s, t) 

[16]. При таком изоморфизме случайной величине x(t) соответствует функция  

Rt = R(·, t); для произвольной случайной величины h ∈ H(x) соответствующая 

функция f ∈ H(R) определяется условием 

f (t) = ( h, x(t) )Н = )),(( txhM        t∈T. (11) 

При указанном выше изоморфизме сохраняются скалярные произведения 

случайных величин (в пространстве случайных величин H(x)) и соответствую-

щих функций (в функциональном пространстве H(R)): 

(h1 , h2 )Н = ( f1, f2 )R ; (12) 

в частности, (x(s), x(t) )Н = (Rs, Rt )R = R (s, t).  

В терминах функционального пространства H(R) удобно исследовать раз-

личные свойства процессов и формировать оценки их параметров [16]. Пре-

имуществом функционального представления является то, что оно в равной ме-

ре применимо как для стационарных, так и для нестационарных процессов; оно 

также справедливо и для обобщенных процессов (например, белого шума).  

Разумеется, для стационарных процессов такое представление прямо связано 

со спектральным представлением, так что все «спектральные» результаты могут 

быть сформулированы в терминах функционального представления. С другой 

стороны, для нестационарных процессов функциональное представление тесно 

связано с каноническим инновационным представлением Вольда – Крамера [17] 

во временной области. 

Приведем в явном виде функциональные пространства для простейших слу-

чайных процессов. Так, некоррелированной случайной последовательности (с 

постоянной дисперсией) соответствует пространство l2 , состоящее из последо-

вательностей y={yk} с суммируемым квадратом: 

l2 = { y : ║y║2
 =∑

k

ky
2||  < ∞}. (13) 

Очевидно, на конечном интервале эта норма совпадает с выражением для 

выборочной дисперсии (со средним 0). 

Обобщенному процессу белого шума {ξ(t), –∞ < t < ∞} соответствует про-

странство квадратично интегрируемых функций на вещественной оси 

L2 = { f : ║ f ║2 = ∫
∞

∞−

dttf 2|)(|  < ∞ }. 
(14) 

Случайной последовательности с некоррелированными приращениями вида 

(8) соответствует пространство H(R1) с нормой 

║y║2
 = | y0 |

2 + ∑ −+
k

kk yy 2

1 ||  < ∞ . (15) 

Это выражение совпадает с формулой для вариации Аллана (при уо=0); т. е. 

вариация Аллана соответствует норме в функциональном пространстве H (R1), 

описывающем случайный процесс с некоррелированными приращениями. 

Таким образом, при введении вариации Алана как характеристики погреш-

ности в качестве базовой модели целесообразно использовать процесс вида (8) 

и его функциональное представление. Тогда в качестве искомого параметра 

рассеивания следует принять дисперсию инновационной последовательности 
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σ0
2, а ее оценкой является вариация Алана, которую можно также назвать «ин-

новационной дисперсией». Данное свойство несколько проясняет сущность ва-

риации Аллана как характеристики погрешности. 

Таким образом, модель функционального пространства H(R) дает возмож-

ность сопоставлять известные параметры рассеивания (дисперсию и вариацию 

Аллана). Кроме того, такая модель может служить основой для введения новых 

параметров и их оценок. В частности, в работе [18] для более полного описания 

свойств прецизионных устройств предложено ввести группу параметров рас-

сеивания (характеристик погрешностей) на основе функциональных про-

странств H(R).  

Заключение 

Вариация Аллана представляет собой практически значимую характеристику 

погрешности, свойства которой требуют исследования, в том числе сопоставле-

ния с выборочной дисперсией. Представленные выше подходы к анализу оце-

нок – статистический и функциональный – позволяют выявить их свойства и 

области применения. 

Показано, что приведенные оценки соответствуют нормам в различных 

функциональных пространствах: вариация Аллана – для процесса с некоррели-

рованными приращениями, дисперсия – для некоррелированной последова-

тельности. Такое описание проясняет природу вариации Аллана и ее приклад-

ные возможности, прежде всего  эффективность ее использования при анализе 

сигналов с некоррелированными приращениями, белых и 1/f – шумов. При этом 

очевидно, что совместное применение дисперсии и вариации Аллана во многих 

случаях также оказывается эффективным. 
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Abstract. The paper considers Allan variance, an up-to-date data diffusion characteristic which 

is gaining more and more popularity in applied fields, such as estimating the per-

formance of navigation aids. To analyze Allan variance and to compare it with the 

other estimates a system for estimating the measurement errors is presented. Allan 

variance is compared with a classical sampling variance based on the theory of sta-

tistical decisions. For the formal description of Allan variance and other error char-

acteristics it is proposed to use the functional Hilbertian spaces with reproducing 

kernels.  
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